
5 5
. 4 ファイバ ー 束 ε ファイブレ ー ションの 比較

Ref 5
.
4

.

1

値 よ域 が 同 じ 2 , の 連続写像

f : X → B

{ δ : Y → B

に 対 し
、

X xB Y =楽 ( . ) ε X × Y I f (" = S ( n }

と 定義 し X eY . B ← のァイバ ー 積 ( fiber Produe
)

また 可換図式、

X ×
B Y →Ys

'

(5 )

↓t' sい 口 ↓ g

X → B

5

をプレバック 岡 式 ( pullback diagam )う

特 に δ がフマイブレ ー ションのときなの 写像

fP ( 8 ) : X × BY → ×

を δ の f によるプレバックとい



{
し 「
“

ぜい XXB E を f
"

( E ) と 表すことにする )
Prop 5. 4 . 2

ファイブレ ー ション P : E → B と

連続写像 f : X → B に対し

プルいワ

f
'

[ p ) : fP (E ) → X

はまたファイブレ ー ションになるる

⑤

可換 な 図式

Z × { 3③ ん

{
.

↓
Z × [ 0

.
1□ 丹 ×

に 対 し 、 右斜 め ← 向きの 写像

T : Z × [,1 ) →
P

( E )

で 図式式

Z × { 03 世

↓
ー

ト
Z × [ 0 ,

1]

の 上 下 の 三 を 可換にするものを 構成する。



右 見りにプいい ; ク 図式 をつけると

Zx { 03 fP (El÷や
E

{
.

↓ 口 ↓
Z × [ 0 .

1] → *B→

を 得 る 一番 外 側側 の 四角 を 考 える 、

て × { 03 E

」

やw

↓ ↓
Z × [ 0

,
1□B

となる P はファイブレ ー ションなのでホモトピ ー

G : Z × [ 0
.

1] ー E

で

( * ) { GlExsos = 5 。 h

p 0 G = fo H

をみたすものが 存在 する



この G を 月 :て
(

ε . t ] ε Z × {. ,} に 対し

LZ , t ) = ( H ( E. t
) ,

G

( x.t ) )

とすと

f
"

(E ) = { (oe ) ε X × E I flon - pce ) }

( 可換性( *) から ) f (H (x .
t ) ) = p [ G ( at ' )

なので 、 H( Z
, t ) ε

f

→( E
)

この 片 が 求 める 写像 であることお

f
"

( p ) 。 片 (E .
t ) = H - D

{ HLz × { 03
= h ー③

をふす 必要 がある

Z × { 03

( {
.

器1
Z × [ o ,

1 ] π メ

① は ( E.t ) の 定義 から

② は Hlz
× 20,

( z
,

t ) = * (Z .
0 )

= ( H ( E ,
o )

, G ( ≈ (
0 ) )

: ( J
*

(p ) ( h ( ε ) )
.

J ( h ( 《 ;) )
= ん ( e )

.

口



ファイブレ ー ションのホモレピ ー 不変性 にいて

ファイブレ ー ション p : E →B と
.

連続写像
fo , t . : xB

で 、ホモトピのク fo ≈ 4 .なものに対

す
。

*
(El 十

.

"

(E )と

の 図 係 を 調 べた …

ファイバ 一 束 のときは 同型だ 。 たが 、ファイでレ ー ションのとまは

そうとは 限 らない

例 5
.
4
.

3

E : = {[ ∂ ) εIRI O ≤ Z ≤ x ≤ I }
B = [ 0

,
ロ

で P : E → B を 考 える
山

∂ ) → し

E

↓ p

B
d !



X として 1 点 * } を 考

fo : X → B

{ f
.

: × ー B

a
.

。
(
* ) = 0 .

f

.
(
* ) = るで 定義 するとと

( たととば H [ 4
,

t ) = t とrz :とで )H : X × L0 .] → B を

t. a 5
. である

- 方 ,
f

" 6 E ) = { [ 0
,⇒ 3{ t

.

"

[ E ) = { 13 × [ 0 . 1]

なので
、

。' (E ) ε [
.

↑

(E ) は 同 ではない相



Ref 5 .
4

.

4

P : E → B ,p : E - B ;ファイブレ ー ション

() p から p へのファイバを 保 つ 写像[ fiber - peserving map )
または 単 にファイでレ ー ションの 写像 とは 2つの 写像

{ J
: E - E

"

f : B → B
1

で

E
二 E

p ↓ ↓ p

B → B
'

5

を 可換 にするものとして 定める

( 2 ) ( f
,

f )
)

,

( s
.

8 ) が P から p
～
α ファイブレー ションの 写像

であるとま

E 半 E
'

.p ↓ ↓
B



(5
.

5 ) から ( 8
.

8 ) へのファイバホモトピ ー

( fiber homotory または f :bewwisehomotory )

とは

f か ; δ へのホモトピ ー H : B × C 0 ,
1 ] - B

1

と

すから δ へのホモトピ ー : E × Co ,( ] →
E

の組で

E [ 0 , ]×
ー E
'

↓ py Loin ↓ l

B λ L 0 ,17 や
B

を 可換 にするもののことを 、い

(3 ) ( に ) σε ほ
.

( f
.
f )

,
( 8 .
8 ^ ) はイバー ホモトピの

( fiber homotopic または fiberwisehomotopic ) とi
.

(4 ) 特 に B = B
'

で , f = 2 =
20 のとき

( IB . )5 ( IB
,

8 ) が

H ( 31 . t ) =x

なるファイバ ー ホモトピ ー
(

H , M )でフイバ ーホモトピクな

5 合
E 弐 E

1

と表 す
" d pi

B



( 5 ) P : E → B E p : E
'
→ B という

底空旬 が 英通 な ≥ んでレ ー ションであるとま

こがねファイバ - ホモトピ - 同値 ( fibew howotopy equivalent)

であるとは

ファイでレ ー ションの 写像

(Is
,

f) : ( B, E ) → ( B .
E

')

( 1 .3
.

8 ) : ( BE ' ) → ( B
,
E ]

で gof 合 IE か , to 8 I

なるものが 存在するととを 、 ∴

このとま (B ,
E ) 合 ( B

.

E
'

)

ゃ E 合 E
1

と 書 く

- B : スイブレ ー シン

f
.
g : X → B : 互 " にホ e ト← ク [f = 8 ] な 写像

このとき

f と δ によるプルバッ 》 は 互 いτ ファイバ ーホモトピ ー同値

f
"

( E ) ≥ δ
'

[ E )



( 方 針 t : fe δ の 旬 のホモトピ ー ε りコにして

f
"

(E ) ε δ
5 (E ) の 間 のホモトピ - を xz .

H : XxCo .1 T →B

を
.

f から δ ～ のホモトピ ー とする
。

{
こ 。 : X → X ×[ 0 , L]

い :X L X × E 0 . LJ

を
.

それぞ
" れ X の X × { 03

,
×× { 1 } ～ の 包頷写像 とすると

{ f = Hos

= Ho i .

であり 次 の 図式 を 可換 にする

5( E) や E

f[ P )*
↓ i

0 ↓
X × [ 0 ,

1 ] 4 B



また
、

f (E) → f
"

(E )
t ↓

p

↓ io X

↓ i 。

f
'

(E) × [ 0 ,1 ]
Icon

X × [ 0 ,
1 ]

も 可換
、

よ
。て 2つを 合 わせることで 可換図式

、

f
'

(E ) → E
ー7

]
i

: o
ー

ヨー
ー

↓ .ー

ーー

f
→

(E) × [ 0. 7 ー ××Co . i
) - BIco

.

を 得 るこれは CHP が 使える 状況 で

T : f
'

(E ) × [ 0 .] → E

が 存在 し 、 2 つの 三角 は可換 となる

下 の 三 角 を 書 き 直 せば

f
'

(E ) × {o ,]
E

R↓ s
X × [0 ,

1]

つまり 、(H, ) はファイバ ー を保 っ写像になてる



この 片 を 用 いて fP(E) ε δ× (E) の 間のファイバホモトピー を作る

写像 h : "
(

E) → X × E を

h ( o. e ) = ( ,
(
x .e ,( ))

で 定義 すると 図式 の 可換性 から

p (( a1, e , 1 ) ) = H (x , 2 ) = δ.

となり
、

h (っ . e ) ε
δ

P( E ) : = { (ゝ . * ) ε X × El δ () = pce ) }

となる

これでファイでレ ー ションの 写像

P
(

E) → ∂ (E)
～

↓ ↓
メ → X

かいできた .次 に
H

" L,t ) : = H ( 1 , - t )とお

H かわりに H を 同 れば

δ
P

(E )ん fP (E )

d* = ×

が 得 られる



ここで 、写像 h
は

H のリット

Hi : δ
P

(E) × [ 0
,
1] → E

を 用 いて h
'

(,e ) = ( 1 ,* ( a. e

. i )}
として 定義 される

。 ( これまで α ギロンで δ から 出発 して 得 られたもの)

f
"

(ε ) I' δ
t ( E )

これで f" ( E ) x ら δ↑( た )への写像 その 逆向きの 写像が

できたので、

{ hohi IgP (E )

h
' oh * IfP [E )

をふせば oK

K = ( x0 , 1} × [ 0 ,
1 } ) U [ Co1 ] × E 03 )

とおく

迁
0



F : f
"

(E ) xK ー E

a λε X
,

e ε E
,

s
.
t ε Co , ) に対 し

FC . e ,
0

, t) ( x. e
.

1 - t )

{ F ( o, e , 1 , t ) =
H
( h ( o . e )

,
t )

F ( 1 ,

e
,
s

,
o ) = HL 1, e

,
I )

で 定 めるこのとま

F [ l, e
,
0
,
0 ) = H x
.

e , 1 - 0 )

= ( x , e
,

I ) = F ( x
,

e
,

0
,
0 )

F ( 1, e ,
1
,

0 ) = *
'

( hls, e ) , o )

= f ( hl . e ) ]

= ( x . e
,
1

) = F ( l.e , 1 .
0 )

なので 、F はwell -defived か 連、
また

。
次 の 図式 は 可換 :

( E)× K

.

÷

Ianicon一n

こ : で
G
( .e, s .

t
)

= H ' Co . t
)

= Hlx , 1
-
t ) .



Claim

位 相 空 回 対 の 同相

( Co,i } × [
0

, 1 ]
, k ) ≡ ( Co , ] ×[ 0 ,1 ] ,Co ,D × E 03 ]

がある

山災
a

f

ed e

( 証明 はあとで )
Claim により

、

次 の 可換 な 図式 を 得 る :

fP (E ) × [ 0 , 1] × {03 → f
"

(E ) × K →EI～

. {
.

↓ "

fP (E ) × [ o
,
(] × [ 0 ,1 ] →

f

'( E ] ×[ . D×CNB

PEE → B⑦
L

CHP は
,

f
"

( E ) × (,M ( ) × E03 ∞( E ) × [ . 口 ) × { .D

に 対 して 使 えるが
、

Claim の 同相 により
、

f
"

(E ) × K L f
"

( E ) × Co ." L ) λ Co)

にも CP を 用 る :とができる



fP ( E) × K FE

. rE
f* (E ) × [0 ,

1] × [ 0 ,
1] →BG

これにより
、 右斜 め 上向きのホモトピ ー E を 得 る

下 の 三 角 r 書 王 直 す、

f
(

E)× [ 0 , 1] × [ 0 .] ～π E

↓ dp
BXX[ 0, 1 ] x [ 0, ] → X × [ 0 ,( ]

やpr

甽 儿

( ) ,s , t )
～

( .t ) □ H 'Cxit )

また
、

よの Ʃ 角 より

FELn. e
,
0
,
t ) = FLx. e

,

0
,

t ) = ( xe ,
1
- t )

FLx ,
e

,
1
, t ) = F (x

,
e
, 1

,

t ) = (h ( xe),t ) .

を 得 る



そこて 写像

φ : f
'

(E) × (o ,) → 5
'

(E )

を

e (x, e
,
t
) = ( x, ECx. e

.
t
, い )

で 定義 すると

φ ( x. e , 0 ) = ( , E ( x .
e
,
0
,
) )

= ( x . * Co. e
,
o ) )

= ( 1. e ) ( = (x . e)

φ

( ol . e
,

1
) = ( x .Elx. e

.
,

1
.

( ) )

= ( ,* ' ( h ( xie ) ,
I ) )

= h' ( h ( xie ) ) ( = Loh( ) (ie ) )

となり
、 φ は If "LE , と h

'

oh σ 肉のファイバ ー ホモトピ ー

同 にI 8 EE) e
hohe のものも 得 られるので

{ hoh ≥ IgP(E)

hioh ≈ If→ [E )
*

口



C Claim n 証明 )

φ

: [ 0 , 1 ] × [ 0 , 1] → Ik

を
、

φ (
, t ) = max ( 211 =-い 1 , 2t)

と 定める ( φ は 連続 )

H : C . LJ × EO , 1 J [ o . 1 ] × [ 0 , ]

山

( s , t ) ～ ( ,
2 . 4(s .+)い )↳) ← 4 sた

とお c と

( ; ) 112s- il1 I ne ま. [ s = o
.

1 )

H ( s , t ) =(④
tt ) rs . " な

(: ; ) 2112s - ilt② t 《

l ) σH ( st )
- ( 2(). " "

にs .) - 2 = s ."

( i : : ) 2 - t 112 s -l のとき
、

H ( st ) = (四t
,e * ) ( *)型

,
← )

( H σ 逆 写 像 の 構成 も 必要 サボてしまてる )

これにより ( Co ]× Co, } ,
K
) ≡ [ Co]

×
Co , 1} ,Co.D × E 03 )

を 得 る ロ



Cor 5
.
4

.

8

B :弧状連結 な空

P : E → B ; ファイブレ ー ション

このとき 任意 の λ
.
x
"

ε B に 対 い

っい , い 上 のファイバ ー は 互い “ホモレピ ー 同値

⑤

( Thm 5
.
4

.

7 ) で X = { * } ( - 点 ) い

f ( * ) = x. 8 ( X ) = x
"

とするる

f
. δ : X → B

は 連続写像
B が 状連結 なので、 λ と x " を 結ぶ B ← の 道

ω : [ o
.

1] → B

で

ω ( o ) = x
.

ω ( 1 ) = 3
"

となるものがあるがこれは f と 肉 のホモトピー

f ≈ 8 より ( thm 5 . 4
.
7 ) から

f
"

( E ) * δ
P
( E )

.

ここで f
*

( E ) = p
"

(x )

δ
"

( E ) = p
"

( x ' )

なので p
(

)≈ p - 'Cx)
口



Cor 5 .
4

.

lo

ファんでレ ー ション

P : E → B E E
1

{
P: EI → B Xp

B

tpi

が 、 スのバ ー ホモトピ ー同値E 各 EC ならば
、

任意 の 点 x ε B に 対 し

BCoり≈ p '
- "

( o)



Cor 5 . 4 .て

B が 1 点 b ε B に 可縮 な 空←

P : E → B ) ファイブレ ー シン

このとき
。

← : = p
^

( b } とすると
。

ファイバ ーホモトピ ー同値

BX F 合 E

がある
。

⑤

H : B× C 0 , 1 } → B. を
、

B を 1 点 b に 縮 めるホモトピ ー とする

このとき
。

{ HHB × E 03
= IB

HIB × E 3
= Cb ! b への 定値写像像

( thn5 . 4
. 7 ) より

I 。
s

'( E ) 合 C

'

( E )

だが 、 IB " LE ] = E
.

E→" (E)、 Cb
"

( E ] = { ( xe ) ε B × E 1 Cb [x ) = pCx ) 3

! to = { (,e ) EB × El = ple ) }b
→

BBCs = Bx F

ロ



Def 5
.
4

.

13

ファイブレ ー ション P : E → B は

B × F →
B

という形 」のファイブレー ションと

ファイバ ーホモトピー 同値のま自明 (trivial )であるとう

(かし d)続写像の 可換図式

E Et

。 dpi
B

をするえる

B が umerablen な 被覆 {U λ
3 ×ε Aを 持

f が 各 ひ :
← でファイバホモトピ ー 同値 な Jば

f はフ a イバ ー ホモトピ ー 同 、直


