
第 5 章 スイブレ ー シン

5 2
.

Serre 72 イでレ ー ション
,

Hurrwicz
7
イでレ ー ション

これまでに 証 明 したファイバ 束 の 持 つ 性質 で

特 に 重要 なもの 4 つ

( 1 )被覆 ホモレピー 定理 ( τhr 4
.

3
.

7 )

P : E → B ; イバ- 束

X : パラコ ー Hawsdortf空回パクト をするる

外 りが 可換 な 図式( H ( っo )=い )

X × { 03 ÷ E

!
↓

↓p
ー

ー

X × [ 0 ,
1] 1. B

が 与 えられたとま 図式 を 可換 にするホモトピ ー

. X × [ 0 , 1] → E

が 存在 する



( 2 ) ホモレピ ー 群 長 、 完(系 4 .
8

.い )

P : E → B ' F をファイバ ー とするファイバ ー 東東

このとまま

い ～ 大 ～ ( F ) 一 大～ ( ) . π 、 ( B )E

→ i ～ 、 ( F ) µ π
～- 、( E ) → [ B )

→
…

→ π 、 ( F ) ^
π
. ( E ) → π 、 [B )

なる 群 の 完全 よりが 存在 する

( 3 ) ホモトピ ー 不変 性 ( th .n 4
.

3
.
27 )

P : E . B ; ファイい ー
束

X : パラコンパクトHansdortf 空回

f
,
δ : × . B : 連続関数 とする

もし f = 8 なるファイバ 一束 の 同型

f
"

(E ) ≡ 8
*

(E )

を 得 る



( 4 ) 分類定理( Thm4 . 5

. z 3 )

適当 な 条 ! を4 みたす 位相許群 に 対しし

分 類空 曲 とよばれる 空 旬 BG が 存在 し
、

任意 の CW 複体 × に 対 し 。 自然 な 全単身打

PG ( × ) ≡ [ X
.

BG ]

が 存在 する
、

ここで FG ( × ) はは( 空 旬 × ← σ 主 G 束 の 同型類全体 。 集合 ]

この 中 でも () が 最 も 大切
、

なので ( 1 ) の 性 質 に 名前 をつける
。



Ref5 . 2 . 1 ( CHI )

p : E → B ; 連続 写像

X : 位相 空 肉

P が × に 対 し 。被覆ホモトピ ー 性質 (coveringhotopypoperng
?

を 持 つとは 可換 な 岡式

× ' o ) * E

. p

X × [ 0 ,1 ] B

に 対 し 。 斜 め ← 向きの 写像

X × { 03 ← E

～ ー→
ヨト ({

.
ー

ー
ー ! 。

X × [ 0 ,17

で 岡 式 を 可換 にするものが 存在 することと定める
、

( 以下 CHP ε 書 c )



Ref 5
.

2
.

2
.

連続 写像 P : E → B が

Serre ≥ イゴレ ー ション ( {erre fibrato 、) であるとは

P が 任意 の CW 複体 に対 し CHP を

持 っことと 定義 する
。

P : E t B onHurewicz 3 イブレ ー ションであるとは

P が 任意 の 位相空間 に 対 し CHP を 持 っこと

と 定義 する
、

どち 5 の 場 合 もファイバ ー 束 の 場合 になるで

B を 底 空肉 E を 全空P を 射影 と …
～ ε B に 対 しい p ^() を x ょのファイバ ー とう

{ Sere ファイブレ ー ション } )
{

Hurewicz フマイでレ ー ション 3

Cor 5
.

2
.
4

ファイバ ー 束 は Serse ファイでレ ー ション

また 1特 に 底空 間 がパラコンパクト Hansdotf空肉

であるファイバ - 束 は Hurewicz ファイでレ ーシン



⑤ ( 服部 位相幾何学 系 9
. 4 前後 の 注 ) より

ファイバ ー 束 は 任意のパラコンパクト Hausotf空間に 対しし

CHP を 持 つ

一方 CW 複体 はパラコ : パクトHausdortf 空肉 なので

ファイバ - 束 は {erre任意 ～ フ
≥ イブレ ー ション

特 に 底 空間 がパラコンパクト Haus dortf 空間 である

ファイバ 一 束 は (τh～ 4 . 3
. ( 6 )より任意 の位相空肉にし

CHP を 持 つ
、

よ
。 て

.

Hurewicz フイブレー ションである
。

ロ

例 5
.

2
.

6 ( ; イ 八
束 でないHurewicz7 イブレーション )

E = { () EIRIO ≤ Y ≤ x ≤ 1 }

B = Lo, □ とする

P E → B:

凵

( っいる ) □ が

と 定 めると
, P は Hurewica ファイブレ ー ション

*
B"ーの

.



@ 任意 の 空旬 × 4
.連続写像

H : X × C 0 , L } →B

f : X ー E

で 次 の 図式 を 可 換 にするものを考 える
。

X × { 03 →Ef

↓ tn ↓ p

X × { 0
, 1] ～.BH

P が X に 対 し CHP を 持 っことを 示 すため

上 の 図式 にあてはまる 写像

: X × L 0 . 1] → E

を 見 つける

まず x ε X に 対 し

f (oy = け
.
( )

.
た (ツ ) ε E

と 書 く

また
。

( っ.t ) ε X × [.) に 対 し

T ( . ← ) = ( HCn .

t )
,

min { H (it ) ,
. ↳. , 3 ) ε

E

とお c . は 連続



X × E 03 →Ef H (っ ( o ) = po f( ) = た( x ) ( 外りの 可換性性
～

↓ 4PTH
pot( it) = H ( .t ) .

X × L 0 '1 ] →BH H (っ ( 0 ) = ( H , o
)
,min ( H() , f () ) )

= ( f ( n)
,

min ( f、 () . たい ) )
f .( ay , t: (y) [fta ) εF より1 to≤ (い ) ≤ (s

)

] , = ( f
. ( .) .

た ( ゝい )の

= 十 ( s)
.

よて 図式 は 可換
ゆに. P : E → 13 は Hurewicz 7≥ 人でレ ー シンン

眤

一方 で
、 p

^

( 0 ) = { ( 0 ,
0 ) 3

,
PC ) = 213 × [ o .コ

で 、
β
(0 ) Pと )なのできつ ^い 束 ではない

口

重要 な ( (uewicz ) ファイブレションを 導入 する

Def 5
.

2
.

7

基点 っ。 を 持 つ 基点Ʃ空曲 × にし 。そのパス 空旬 ( pathspacel

P ( X
.

n0} r
.

P (×
,
7x0 ) = { 0 : Co

. ]→× 1 ω は 連続.
ω

io ) = つ 1o }

で 定める ( PX とも表 す ) PX には Map ( co , )
.
X ) の

*

部 分 空肉 として 位相 を λ れる
. コンパクト 岡位相 が 入っているとする

、



Pop 5 .
2

.

5

写像 p : PXX a . siz
.

↳

W ～ wc)

*

こもは 連続 で 、 P はHurewiczファイで ー ション

Del 5 .
2

.

9

このファイブレ ー ションをパスルー プファイでレ ー ションという

⑤ ( P の 連続性 はあとで )

P が CHP を 持 っ : とをふすので 、 次 の 可換胞式

Y × S 03 ～ PX
5

{ t
↓

p
(. 5 )

Y × [ o .} ー×µ

があったときに H α リフト

: Y × E 0 .7 → PX

を 見 つける



X

Y × { .～X

↓ !* ……心 ッ⑤

Y × ( 0 ,
1) →XH

Hy , o) ↓ Λ = f()(y
ー

[ o , (]
ad (《 ) (z ) [ - ) = Hs - }

各 る ε Y に 対 し f (w ) ε PX は × 内 。 道 であり
、

HLY .
t ) で

、
t を 動 かしてできる 写像

ad ( H ) [2 ) : [ o , 1]→ X

さ 人 H (s
,

t 」

4

も × 内 の
道

( 5 . ( ) が 可換 なので

H [～ ,
0 ) = p ( f (∂ ) ) = [ f (∂ ) ) ( ) (

(^ )は爽の道 )

つまり 、 道 f( は ) の終点 道cd ( H )( z ) の始 志
」 が

一致 している

よて 。 この 2
つの 道をつな ε ことができ

道 fLy ) * ad ( H )(3 )

を 得 る ( 3. t ) ( い

H(a ,
t)(

0)

～Iinim'n- Hk.y'HAY
"

"

"



( f (o ) * ad (H ) (a ) ) (+ ) = - { f( a )(at )

, o ≤ t ε
H (s

,
zt -)

,
ict ε .

ー 方 。 H のリフトであるホモトピけ: Y (.ワ ー PX

のみたさなければならな 条件は

p ( * lY. t ) ) = HCyt ){ ( 3 , o ) = f (y )

つまり 、 片(at ) は終点 が H( 3

. t )であるような × 内 の
道

であり 。 M( 3

. 0 ) = f( y )あるようなもの

これは
、

( π ( y
.

t ) ) ( a ) =

{ f ( y ) [ s ( " tt ))
,

O ≤ s ≤ 在
H ( a

, SC 1 et ) - 1
) sπ ≤ s ≤ 1

で 得られる

幽

P の 連続 性 は 次 の Claim から 従う



Claim ( Gr 5
.

21o )

メが 局所コンパクトHausdovtf 空肉 らば、

任の 空嫁Y e . x ε × に 対 し

(f)ev = f(y

で 定義 された 写像像

とev
.

: Mop( × . c ) ←

*、 t.
は 連続

Ren5 . 2 .

い

P : PX → × はファイい “ 一束 ではない

例 えば 、 基点 よのつイバは

p" ( * ) = { w : co) . × 1 w ( o ) = wcu ) = * 3

だが 基点 以外 のファイバ ー は

PY ( o) = { ω : [ o ,1 ] I × 1 w( o ) =
*

, ω[ ) = . 3

なので * キ x な 5
. PC ){ PCx)



なお
,

p( ) =Ʃ ( ×,. 0 ) = { w :Co . ] - × Iω [ o ) = ω i ) = x}

で : れを
,

P [ X
.

' 10 ) n部分位相空肉 とみなす

Def 5 .

2 . z

基点き 空旬 ( ×
,

xo) に 対 し
、

集合 Ʃ ( ×
.

^ ( o ) にコンパクト 開位相 を 入 れたものを

メ σ ル - プ 空肉 ( ( oop space ) とよぶ


