
第 4章 ファイバ一 束 の 分類

4.1 ファイバー 束 の 間 の 写像

ら = ( F → E f B )

ら = ( F' → だ ど は)

の 2つ が あった とき
、

ち と ぢ の 間 の 写像 として は
.

B → B
'

E → E'

F - F
'

の 3 つ の 写イ家 を 考える こと に なり そう
、

実は
,

底空間 B
,
B
'

,
全空間 E. だ の 間 の

写像 だけ なれば よい



Def 4.1.1

ファイバー 束 5 = ( P : E → B )

な = (f : E
'
- B

'

)

に対し 、
ち から ぢ へ の ファイバー を 保つ 写像

( fiber - presents map ) とは
、

写像 の 組

J : E → E
'

f : B → B
'

で
、
図式

E -
5

E
'

P ↓ ↓ P
'

B → B'

f

を 可換に する もの である 。

この とき
、

まとめて

は
、

f ) i ( E
,
B) → (だ

、
B

' )

あるいは
、

f : = ( f
,
f ) i 5 - 5

'

など と かく
。



問 4.1.2

fiber . preSerUMy map は ファイバー を 保っ
、
つまり

、

VIE B
,
f ( F ' (か) ) C p

"

(払い )
.

○

E ( かいい ) c が ( f いい )

を 示す ので
、

p
' (f ( かい ) ) ) = f (n )

で あれば よい

図式 の 可換性 から
。

EEE '

P は ばいい ) ) ・ ↓ 。 LP '

= f ( P ( F ' (か) ) ) B
f B

'

= f (か).
口

が (x ) ers が けいい )

f. !
E ~

「
E
'

P ↓ の ↓ が

B
Tys

B '



(局所 自明化
、 構造許 との 関係 )

Def 4.1.5

P i E - B

P
'
i E

'
u B'

を
、 それぞれ F と F ' を ファイバー とする ファイバー東 とし

、

f = (f
,
f ) i ( E, B) → (だ

、
B
'

)

を ファイバー を 保っ 写イ象 とする

各 点 っ( EB について 、 っし と なり の まわり の 局所 自明化
は i が (Un) → な × F

{ 4。 i が (Vo ) → V 。 × F '

を とる
、

この とき
、

合成
」

(Van f
"

( 4p ) ) × F
ど
ー が した 。 ザ ( Up ) )
→

な が け心 ) n Yp )
→
た ( f心 ) 。 4p ) × F

'

→

"
F
'

の 随伴写像 を
.

は
。

i な 。 ザ (4 p) es Map (お より

と 表す
、

FW。 げ(はり がけ(ひの ) 。4。 ) F
、

同懐 e . E國 判騑÷

開 﨑関! ※は t 邶 な川 は 𤺋が は眺)van t
"(Up )



Def 41.7

ち こ ( p : E - B ) と

な ( p
'

: E
'
- B

'

) を
、

同じ ファイバー F と 同じ 構造 群 G を持つ ファイバー東 とし 、

G の F への 作用 も
、
同じ 写像

MG : G × F → F

で 与え られて いる と する
。

この とき 、

} から }
'

への 束 写像 ( bmdle.mg) とは
、

5 から 3
'

n 。 ファイバー を 保つ 写像 であり

Lf : U。 。 f
"

( Vo ) → My (F, F)

が 構造 群 G に 値 を 持つ
。

つまり 図式
.

G name Maps (F, F)

に
、

減 し
た 。 ザ ( y。

話

を 可換に する 左 斜め 上向き の 連続写像 Li が
存在 する もの



Mm 4
、
1 8

f i (If ) が 5 から 5
'

へ の 東 写像
ならば

、

打脳 、 p (川 es が けいい )

は 同相写像
、

○
( 注 3.5.2て (P . 58 ) ) より

、
F は 局所 コンパクト Hansde

お、 (ん3.4.7 ) (w 3.5.14 ) ( G 3.5.19 ) より
。

• ad (MG ) : G → My (F, F ) は連続
、

• ad
"
( MG) : G × F → F は G の F への作用

・ ad (Na ) i G → Map (F, F) の 像 は

Home。 (F ) に 含ま れる
、

ゆえに
、

しっし E は 。 ザ ( Up )
、
Lf に) E Home。 (F)

ば
かいい )脳 p

'

(f(っい ) t { のら × F E FF E に 3 × F →

が しがしか で
、
開 いり

、
は

、
4p が 同相 なので

、

拓と川 も 同相 写像 口



Pwp4 、
1
.
9

G : 位相群
5 = ( p : E → B? S

'
= ( P' i E '- B

'

)

を 主 G 束 とする

この とき
。

ファイバー を 保っ 写像

f = ( f
,
f ) i (E

,
B ) → した ! B '

)

が 東 写像 ならば
、
次の 図式 は 可換

。

E × G Exiled E
'
x G

! ↓
た
J E '

( つまり
.

東写像 と G の 作用 は 可換 )
.

○

{ びら × en
,
{When を

、 それぞれ B
,
B
'
の 開被覆で

、

局所 自明化写像

と i が (U ) - U × F

{ h : XVr ) → Vn × 下

を 持つ もの とする
。 ( ド (x ) E p

"
けいり ) fond xEB

なので
、
その スイバー を F と表している )

.



構造群 G の
、

全 空間 E へ の 作用 の 定義 より
、

図式
、

E × G <-0 が心。 ) × G
と-49 U × G × G

↓ idea × MG! !
E cos が (U )

4「
- U × G

は 可換 となる 、 E
'
に ついて も 同様

、 よ。
て

、

LE XG

が心 げ(W) × G ~

ーっしび げ (W )) ×G × G

1 \
LE!

かしひ×
ばいい) cnn.laばしど) × G

↓
がけ(ひと) べに) × G ↓ 、 政 。

~

-94 (ひ Mr) × G × ド
いがしだいべげ

だ

cnn.lt (ひ n W ) × G

の うち、
上 の 四角 と 底面 の 四角 が 可換 となる

、

その 他 の 四角 も 可換 となり
、
特に 左側 の 四角 を

貼り 合わせ て
、

EX G →
ENG

↓ ~ ↓
を 得る

口

E - E'



Def 4.1.11

Gi 化」相 群
X と Y に

、
右 から G が 作用 して いる

、

とする
、

連続 写像 f : X → Y が

G - 同変 ( G - equivalent ) で ある とは
、
図式

Xx G td Yx G

↓ ↓

✗ Et Y

が 可換 に なる こと
。

目的 は
,

底 空間 B 上 の ファイバー 束 が
い

ど も くらい
"

ある か 調べる こと だっ た ので
、

ファイバー 束 間 の 同型 を 定義 する
。



Def 4.1.12
5 = ( p : E → B )

S
'
= ( p' i E

'
t B

'

) を
」

同じ ファイバー F
,

同じ 構造 群 G
、
同じ 底空間 B

を 持つ ファイバー 束 とする .

も し
、 束写像

f = ( E
,

f) i (E, B) → (だ、 B
' )

で
、

f = i dB で ある もの
、
が 存在 するなら

、

5 と 5
'

は 同型 ( isomrph.am) あるいは 同値 (Suicide)

である と いい
、
女 を 束同型 写像 (bandleisomorph.sn )

という
、

この とき
、

ち こ ぢ とかく

Pwp 4.1.13

ファイバー 束 の 間 の 関係 E は 同値 関係

○

石隺 かめ る べき は 次 の 3条件 :

(反射 律 ) V5
,

5 ≈ 3

| (対称律 ) を 三 そ ⇒ RES

(推移 律 ) } こ ら がっ ら こそ キ 5 こそ
、



ここ で は 対称律 だけ 確かめる
、

I 対称律 ]
EEE '

P ↓ ↓ P
'

B ji B

を
、

Y = ( p : E - B )
、 7 = ( p

'
i E
'
→ B) の 同型

と する
、

この とき
、
同型

E
' E E

P
'

↓ ↓

PBto B
g

を 構成 したい
、

自然こ な アイデア は J = I " である
。

I は 各 ファイバー 上 で 同相 な ので 全 単射
、

お て 連続 性 を 無視 すれば お は 存在 に

図式 を 可換 に する
。

よ、
て

、

T
"

の 連続 を 示せば OK



B = たでの を
、 B の 開 被覆 で

、

各 改 上 で

を
、 そ が 局所 自明化 写像 を 持っ とする

。

4の i か しひの ) - U x 下

4、 : p
"

(U ) - U × F

を ひの 上 の 局所 自明化 とする
.

だ = Van が Wi ) が 開 被覆 なので
、

km 3.7.0 ) より
、

各 (な) 上 で ザ が 連続で

ある こと を 示せ ば よい
。

仮定 より 合成
な × 下 ーゼ が しな) I が (U.) や な × 下

は
、

た 。 T ど ( っは ) = ( っいかっり (71) として

連続 写像
R : U - Home。 (E)

を 定める 、
( Run 4.1.8 も 参照 )

各 点、
ル EU に対して も(っし ) ニ 中に八 とおく 、



ここ で 、

中 に 八 は (a) の Home。 (F) の 元 として の 逆元
。

つまり 逆 写像 する と
、 4 は

」

合成
、

t : Un E G t g
( Em。(F) - Home 。(F) )

で 与え られる ので 連続 (U は 逆 元 を とる 写像 )
.

この U を 用いて
、

S の i V。 × F → U × F

を

S 〆 ( っは ) = ( n , v1 (っりは ))

と 定義 する と これは 連続 で
、

た 。 fo だ (かる ) = (かがりは D

で 与え られる 写像 の 逆
。

よ て
、
図式

.

p
' - 1 ( v2 )

な
→ U × F

が ↓ ↓

s.pt(U)
は
→ U × F

は 可換 と なり
、

T
"
は 連続

、



F
'

が 束写像 に なっ て いる こと を 示す
、

問 4.1.5

は 、
1 ☐ ) i (E

,
B) → (EDB )

が 東 同型 なら ば
、

(が 、
1 B ) i (E ', B ) → (E

,
B)

も 束 写像
、

①

f は ファイバー を 保っ 写像 であり
、 (Run4.1.8) より

。

各 ファイバー 間 の 写像 は 同相写像
、

お て
、
f
"

( これまで の ギロン により 連続 ) も
、

ファイバー を 保ち
、

各 ファイバー 上 で 同相写像 になる
」

( Def 4.1.7 ) の 構造 群 に関する 条件 を 調べる
、

f = ( f
,

1 ☐ ) に対して
、

ンとの 可換 図式 、

G
"は"
- Home (F)

に
、
、

T.fi
さ

のや
な 。 Vp

が 存在 する ( Def4.1.7 )
がザ = (f

'

,
1B) 。 定め 方 から

、 Lp = 80 健
となる ので

、

I
が
V3 :二 U 。 [ftp.の とおく ことで

、

G Is Home (F) を 得る
. つまり ザ は 東写像

-ビ、 。 ※
' 口

し

X 人 。 V8



Car 4.1.16

( f
,

2 B ) i ( E, B ) → (だ、
B )

が 東同型 ならば 、

I : E → E
'

は 同相写像
。

( Rp 4.1.13 ) の 証明 により
、

F は 全単射連続 で
、

お が 存在 し 、

打 も 連続
、 ロ

ファイバー 束 が 同型に なる 条件 と
、

局所 自明化 写像 を使って

書い て みる . ( これ により
、
主 G 東 の 同型 類 を H

'
(B ,G ) で表せる)

Pwp 4.1.22
E t B

,
E
' や
'

B を 同じ ファイバー F
,
同じ構造群 G

を持ち
. G の F へ の 作用 も 同じ で ある ファイバー 束 とする

。

心の る のEA を
、
B の 開被覆 で

、
各 ひの

上 で
、

E と だ の 局所 自明化 が 与え られている もの とし 、

{ が i van Up - G 3

{ T i Un Up - G 3

を
、
それぞれ E

、
だの 座標 変換 とする

、



この とき
、
E と E

' が 同型 になる ための 必要 十分条件 は
、

各 の EA に対し
、 連続 写像

入 の i Vs → G

で
、

VX.PE A, V つし E ひ。 。 ひ。

ヨ 入〆 : U。 → G
,

ヨ 入p : Up → G

St
、

入 に ) V1" に ) 入 の (a) こ か 。 (の )

と なる もの が存在 する こと
、

○

た
、
だ の 局所 自明化 を

、
それぞれ

は if
'

( じの ) → U × F

4〆 : P
" (U) → U × F

と し 、
T : E → E

'

を
、

ファイバー 束の 同型 を 与える

写像 とする
.



っ( E Un n Up
,

な EF に対し
、

4。 T 4 (っは ) = (か ね。 (っり しる ) )

となる 入の : VanVe - Home。 (F) が 存在する が
。

東 写像 。 定義 より
、

入 の p = ad (Na ) ・ な

となる 連続 写像 Ip i ひの っひ。 → G が 存在
、

G des Home。 (下 )

刁

に
、

、

。 ↑ 入の p-な v. 。 ひ。

そこで
、

入の に なの とおく
、 この とき

、
図式

、

がっ )

した 。 Vo ) x F した 。
で。) × 下

4の

idx がい↓ が(vii) E が (VanUp ) は↓嫁」

( UB 4の

(VanVe ) × F (な心。 ) × F



で、
左上 から だ で P

"
(ひの っ ひ。) へ 行き

、

4の で 右 下 の (vanUp ) × F へ 行って
、

ぼ で 戻って から B で 右 上 へ行くと
.

4。 。 J 。 ど には ) = 4。
o だ 。 4。 。 T 。 どいいる )
-

二 4ps 0 4で ( n , 入 の (か) (g) )

= ( x , I
'
(っり ( 入 の (つり は 1 ) )

など癌燕員
_
ら

。 今度 は 左下 を 経由 する と
、

4。 of o 4の
"
(かる) = 4。 of o 4 。 4。

。 どいいる)

= 4
。
of o ば し
ー

落っ( りは) )
= (x 、

入p (つり ( かな) (8) ) )

こ、 入 p (つり が (x ) = も" (か) 入 〆 (か)

こ、 か ? (づ ) 二 入 p (っ
げ せ (か) 入 の (か)



[ ⇐] 逆 に
、
この よう な 入の こ ひの → G が 与え られ ている

とする 、

写像 な i F
'
( ひの ) - P

"

(ひの )

を
、

次 の 合成 で 定義 する
.

4の 1 × 4の
"

F
'
(ひの) → U × F - U × F → P

"
(ひの )

ここ で
、 1。 (か、

る ) = (n , 入〆 (っり (る ) )
x E が (VanUp ) に対して は

、

2 通り の 定義 が ある が
、

入 p (っり かた) =
が セリ 入の に )

より
、

それら は 一致 (刈
、

よって
、
(km 3.7.10 ) より

、

東 写像
f : E → E

'

を 得る
、

(4) について i

p
- 1 (ひの ひ

した ので。 ) ×
F で (any) × 下

命 が(vanUp)n ↓↓

(ans) × F → (ans) ×声な
Ap



上 の 図式 より
、

e E F
' (ひの n Up) に対して

、

だ 。 1 の 。 4人 ( e)

= 4が o 4。 o だ 。 1 。
。 と (e)

= 4 o Ipiohhoelenlpney) 。 4人 ( e)

= 4 。 1 p
。 4 。 (e)

i. 4か 。 1 の o da = 4 。 Ap 。 4p
☐


