
§ 3
、 4 コンパクト 開位相

Home。 (F) に 次 の (1 ) に ) を みたす 位相を 入れたい

( ) が' が 連続 になる
.

(か? はっひ。 →
Home 。 (FI )

に) Home。 (F ) が 写像 の合成 で 位相群 に なる
。

条件 (1 ) について 写像 が (か) i F → F は
、

合成

が m

心 。ひ。 ) × F → f
'

(ひの nUp ) G (vanUp) × F → F

を 考え 、
が (a)は ) = が 2 0 4。 。 どい、 る )

として 定義 して いた
、 より 一 舟文 に 次の 構成 を 考える 。

Def 3.4.1

写像 Y : X × Yes z

が 与え られて いる とき
、

x E X を 固定 し
、

写像

ad (9) (a) : Y → Z

を

ad (4 ) (孔 )(る ) = 4 (x .る )

で 定義 する
、



km 3.4.2

4 : X × Y - Z が 連続 なら

任意 の コ( E X に対し
.

nd (4 )(a) : Y → Z

も 連続
○

ad (4)(か ) が Y の 各点る で 連続
.

であれば よい
、

つまり
、

ad (4) ( っし )は ) E Z の 任意 の 開 近傍 U に対し
、

る の 開 近傍 V で
、

ad (4 )は」 ( V ) CU

で ある もの が 見つかればよい

ここで
、

ad (4) (a) (る ) = 4 (かる ) だから
、

4 (かる ) EU かつ 4 の 連 糸売性 から
、

い、る ) の X × Y で の 開近傍 W × V で
、

4 ( IN x Y ) C ひ で ある もの が 存在
、

し ここ で
、
直積 位相 の 定義 より

、

( っは ) の 開近傍 として

a. る そも どれの 近傍 の 直積 が ともる こと を 使った )
する と 、

ad(4 )(a) (V ) = Y ( { a 3 x 4 ) C 4 (M × V ) C ひ
、

ロ



Def 3.4.3

位相空間 X
, Y に対し 、

My (x. 4 ) = { t : X → 41 連続 }

と 定義 する
。 これ を 用いる と

、
(km 3.4.2 ) は

、

「
Y : X × Y - Z が 連続 」

⇒
「 しっ( EX

,
ad (4)(か) E Map (Y, Z ) 」

よって
、

写像

ad (g) : X Vs M
ap (Y .

Z)
U U

I Its ad (4)(っし)

が 定義 さ れる
。 これを 4 の 随伴 (adjdut) という

ファイバー 束 の 座標 変換
が' i は 。 Up - Home。 (下)

は 、
合成

、

Pに

心 。 ひ。 ) × 下 -
ど

か (Van Up ) や MT ) ×下 ・ 下

の 随伴

の" = ad ( m 。 4。 。 ど ) : UnUp → Marsは, 下)

である 、



そこで
、

より 一般 に
、
連続 写像

4 : X × Y is Z

に文寸 し
、

ad (Y) i X is Maps (Y, Z )

が 連続 に なる よう に Map (Y. Z ) に 位相 を 入れよう
。

Def 3.4.4 し コンパクト 開 位相 )

X
.
Y : 位相空間

.

部分 空間 K CX , UC Y に対し
、

N ( K , U) = 1 f : X → Y 1連続
、
f(K )CU }

と おく
、

B = { M (KU) 1 KC X : コンパクト
、
UC 4 i 開集合 }

と L
.

B を 開 集合 の 準 開基 として Map ( X . と ) に 位相 を

入れる
、 つまり

、

コンパクト 集合 KC X 、
開 集合 UC と に対し、

IN (Kit) という 形 の 部分集合 から
、

4) 有限個 の 共通部分 を とる
。

(2) ( 1 ) で でき た 集合 の 任意 の 和 集合 を とる
。

という 操作 により でき た 集合 を 開集合 と する 位相 を考える
、

これ を
、 Map (X 、 と ) の コンパクト 開 位相 という

.

(Compact - Open topdogy)



km 3.4.7

Map ( Y .
Z ) に コンパクト 開位相 を 入れる とき

、

f : X × Y → Z が 連続 なら
、
その 随伴

ad (4) : X is Maps (Y,
Z)

も 連続
○

任意 の IE X に対し
、

ad(g) が 入 において 連続 であること

を 示す

ad (4 )(っし) ( CM に 、
Z ) ) の 開近傍 W に対し

、

ad (g) (V) c IN

となる か の 開近傍 V を 見つければ よい
、

コンパクト 開 位相 の 定義 から
.

W は Y の コンパクト集合 C と
、

Z の 開 集合 U とにより
、

IN ( C ,
U) という 形 で

書け ている 場合 に 示せば よい
、

つまり
.

ad (4 )しか E W ( C, V) のとき
.

ad (4 )(4 ) C IN ( C ,で)

となる か の 開 近傍 V を 見つけれ ば 良い
、



ad (4)(っし) EIN ( C, 0 ) より
、

ad ( 4 ) (っし ) (C) C で に MC
,
U) の 定義 )

、

つまり
、

4 ( { x 3 x c) c U

よ 、て
、

しる E C
,

4 ( っし
、 る ) E TT

、

ここ で
、

4 の 連 糸売性 と
、
U が Open で ある ことから

、

ヨ V3 i x の 開近傍
、

ヨ 爪は : る の 開近傍

る に
? 4 ( 1は x V1は ) C で

、

依存させる 、

C c U
が 、

仰る であり
.

C が コンパクト である こと から
、

ヨ (る 、 、 いっ るい) st . C c V1は 、

U
い
U V1は n

そこで
、

V = いる
i (CX )

に、

H x E V
,
V3 E C

,
ヨ こ しる E Moi )

5.七、

し た 。
3 ) E V x Mn C (に x V1は、



VIE X
,

U は EY
、

「
4(っいる ) EU

二) ヨ x e V2
,

ヨ る E HI る
U x E V

,

V る E C.よって
、

St
. 4 ( Vs x IN s ) c U 」

ad(4 ) (か)(る ) = 4 (かる ) E 4( Ve × Mm ) C ひ
~

つまり
、

ad (9)(V)(C) C で

i. e.、
ad (4 ) c (N ( C , U)

ロ

Gr 3.4.8

F を ファイバー とする ファイバー 東 において
、

Home。 (F ) を Map (F, F ) の 部分 空間 として

位相空間 と みなせ ば、
その 任意 の 座標 変換

が' : Van Up To Home。 (F)

は 連続
、

○

Pに o 4 p 。 4 i (Van Up ) × F → F

が 連続 で
、

か。
= ad (m 。 4po ば )

だっ た ので 、 (Wu 3.4.7 ) より 従う
ロ



次に
、 性質 ( 2 )

.

T

Home。 (F ) が コンパクト 開位相 で 位相 群 に なる か ?
」

つまり
、 ( f

, g ) Its S of

M : Home (F ) x Home (F ) Vs Howe (F)

|
V : Home (F ) vs Howe (F)

f 、-.- f
"

は 連続 か ? という 問題 を 考えよう
、

- 舟な に は 成り立た ない ので
、 下 に 少し だけ 条件 を加える

。

Def 3.4.9 ↓
X は Hans dortf を 仮定 している そこ (PDF の 最後で)補足

位相 空間 X が 局所 コンパクト (Holly Compact )

で ある と は 。 任意 の 点 x EX と その 開近傍 Vに対し
、 x の 開 近傍 で で 閉包 V が コンパクト

、

かつ
、

E C V である もの が とれる こと
、

をいう
」

「 で い

し 、 I
(イメージ )



Thou 3.4.10

X
.
Y

.
Z : 位相空間

Y : 局所 コンパクト Haus dortf と 仮定
、

この とき
、

写像 の 合成 で 定義 さ れる 写像

p : Map (Y .
Z ) × Maps ( X . Y ) is My (X .Z )

は 連続

Gr 3 、
4

.

ll

X が 局所 コンパクト Hausdrtf なら

µ : Home 。 ( X ) × Home。 (X ) → Home 。 ( X)

は 連続

これら を 示す ため に
、
いくつ か 準備 を する

。



Def3.4.12

Hausdrff 空間 X について
、

X が 正則 (regular )であるとは、

任意 の x EX と 閉集合 A C X で
、

x 4 A で ある もの に対し
、

X の 開 集合 で
、
V で

、

x EV
,
A CV

,

Un V = 中

で ある もの が 存在 する こと を いう

が○ ×

x

Prop 3.4.13

局所 コンパクト Hausdrff 空間 X は 正則

任意 の REX と
、

閉集合 A ( X で x 4 A となるものをとる
。

X 、 A は x の 開近傍 なので
、

っし の 開近傍 U で
.

V が コンパクト
、
かつ も C ( X 、 A ) と なるもの が とれる

、

X は Hansdrtf な ので
、

コンパクト集合 で は 閉集合
、

よ て
、
XIV は 開 集合 で

、
A C ( X (V).

i. V と X \ T で
、 x E If A c ( X \で) 、

V0 n ( X \ T) = 0 となる もの が とも た ので 正則
口



[ Proof of Thin 3.4.10]

任意 の ( f
,
S ) E Map (Y ,

Z ) × Map (XY ) と

µ (f, S ) の 開近傍 W に対し
、 (µ (な ) E Maps (KZ))

( f
,
s ) の 開近傍 W ' で

、

µ (心 ) C W ( c Maps (X, Z ))
となる もの

、 つまり
.

( f
,
8 ) E IN

'
c f

'
( W )

となる もの を 見つければ よい
、

コンパクト 開位相 の 定義 から
.

コンパクト 集合 C CX と
、

開 集合 で c Z により
、

M = W ( c
,
v) = 〈 f : X - z 1連続 .tk) cv3

と 書ける と して よい
、 すると

、

p (f, S ) E IN ⇔ µ (f, S ) EIN ( C, U)

⇔ fog EIN ( C
,
U)

⇐、 f ( s (c) ) C で

⇔ g (c) c が (で)

⇔ V7 E S (C)
、
る 4 Y し お(ひ)



Y は 局所 コンパクト Hausdrtf だ から
.

( Pwp 3.4.13 ) より 正則

よって
、

る E S ( C) ( c Y ) に対し 、

る の 開近傍 Vs と
」

は Y 、 扒(ひ) を 含む 開 集合 My で
、

nererererhre

閉 V3 。 My = 0

となる もの が 存在

すると
、

V 。 c Y \ には C お (ひ)

また
、

Y は 局所 コンパクト だ から
、 I は コンパクト と 仮定

。

まとめる と
、

任意 の る E S ( C ) に対し
、

子 の 開 近傍 V3 で
、
I が コンパクト かつ

I c お (ひ) (fi Y」Z)

なる もの が 存在
、

と

すべて の る E S ( C ) について 和 集合 を とる と
、

g (c) c U
な ES (c )

と 「 U I c
-5とひ)

る ES(c)

ここで
、
C は コンパクト で

、
は は 連続 だから

.

S ( C ) も コンパクト
、

よって
、

n

ヨ は 、 , いる n E 8 (C ) s.t.SK ) C 出 V
、 、



V = ※ いる
、 とおくと 、

V は 開集合 で
、

I は コンパクト
。

かつ
、

S (C ) < V
,
f (I ) CU

、
つまり

、

g EM ( C . V )
、
f E IN (T.T)

。

また 、

MIN (T.T) × MSV ) ) C が ( C , U )
だ から

、

W
'

= W (V
,

0) × IN ( C , V )

と おくと 、

MIN
' ) c IN ( C

,
V)

つまり M
'

は
、

(f
.
8 ) EIN '

く べ ( IN (CN))
をみたす (f, g ) の 開 近傍

、

よっ て 、 f は しな ) で 連続
、

ロン
欠に 、

v i Home。 ( X) → Home。 (X)

t.es だ

。 連続性 を 調べる
.



時

位相 空間 X
, Y に対し

、

KC X が 閉
、

UC 4 が 開 で
、 |BS : = { IN巛心) | K or Y 、v が コンパクト

と おま
、 B
'
を 開 集合 の 準 基底 とする Map ( X,Y ) の

位相 を 対称 コンパクト 開位相 という

( Symmethod Compact - Open topoly )

Pwp 3.4.16

任意 の X に対し 、 Home。(X) に 対称 コンパクト開位相 が

入っ て いる とき
. または X が コンパクト Haus dortf で

Home。 (X) に 普通 の コンパクト 開位相 が 入って いる とき
、

U : Home。 (X) → Home。 (X)

は 連続

( 後半 は 間 3.4.17 )



( Proof)

i) Home。 (X) に 対称 コンパクト 開位相 が 入っ て いる とき
、

Home。 (X ) の 開基 IN (KU) について
、

ジ ( W (KN ) ) が 開 で ある こと が 示せれば よい

f e ジ ( IN (K 、
ひ)) ⇔ 0 (f) =な E IN (KU)

⇔ ザ(K ) C ひ
E) K C f (ひ)

⇔ X 、K > f( X (ひ) 〇一橙
扒い

⇔ お (X \ K ) s ×
VYEVN コンパクト

よって
、

ジ ( IN (KU) ) = W ( X \で、
X \ K )

と 表せるので
、 開 集合 、 特に U は 連続

、

(II) X が コンパクト Hausdrtf のとき
、

(i) と 同じく

v4 ( IN ( KU)) = N (XN
,
XK )

が 言える
。



ここ で
、
IT : Open ,

X i コンパクト であり
、

コンパクト 集合 の 閉 集合 は コンパクト だから
、

X \ U は コンパクト
.

X : Hans drtf より
、
K は コンパクト より

、

K は 閉集合
.

よ
、
て

、
X \ K は Open

こ、 V4 ( X 、ひ、
X ( K ) は Home (X) の 開集合

口

Gr 3.4.18

上 の 命題 と 同じ 仮定 の もと で
、

Di Home。 (X ) → Home (X )

は 同相 写像



Gv3.4 、

(9

X が 局所 コンパクト Hans drtf で
、

Home (X ) に 対称 コンパクト 開位相 が 入っ て いる か
、

X が コンパクト Haus dortf で
、

Home。 (X ) に コンパクト 開 位相 が 入っている とき
、

Home。 (X) は 位相 群 に なる
.

8 i Home。 (X ) → Home。 (X)

を 考え なく て も よい こと が ある
、

位相 群 の 定義 から 逆 元 の 存在 を 除いたものは

位相 モノイド という
.

Def 3.4.21

位相 モノイド ( to p。 はし(al m。void ) とは
、

(I) 位相 空間 M

(2) 特別 な 元 e EM

(3) 連続 写像 M : M × M → M

から なり
、

次の 図式 を 可換 に する もの i



(m ,
e ) (e

,
m)

m
m

に x Ce Ce x

KMvs M × M <- M

☆
Mm

M (m ,
e) 二 µ ( e

,
m ) = m

(m , m.ms) M x M x M terxas Mx M (mm 、m.ms)

に v1 。 ↓
.

M × M
Tips

M
(m , Mm ,

m 3 ))

µ ( Mm ,
m )

、
mi

=

p ( mi , Mm ,
m 3 ) )

( = m 、 mm3 )

で人後
、

Home (X ) を 考える とき は
、
コンパクト 開 位相

により
、

位相 モノイド と みなす こと が ある
。



[ 補足 : 局所 コンパクト の

'

-

一般 の 位相空間 の 本 で は
、 局所 コンパクト は 次の よう に

定義 さ れ て いる i (松坂 P 219 など )

Def (局所 コンパクト )

位相 空間 S の 任意 の 点 x に対して
、

コンパクト な 近傍 が 少なくとも 1 つ 存在 する とき
、

S は 局所 コンパクト で ある と いう
。

Ran

S 自身 が コンパクト なら ば
、
S は 局所 コンパクト

、

( コンパクト 近傍 として S 自身 が とれる )

Thm ( Muukhes : Topo logy Thin 29.2 など )

X を Hausdoff 空間 とする
、

この とき
、

X が 局所 コンパクト

⇔

任意 の 点 x EX と その 開近傍 U に対し
、

か の 開 近傍 V で 閉包 女 が コンパクト
、

かつ
、

T CU である もの が とれる
☒ 本 の 定義



[ Prof]

K] V が x の コンパクト 近傍 に な」 ている ので OK
.

[⇒] X が 局所 コンパクト と 仮定
。

任意 の XE X と x の 開 近傍 V を 考える
、

X は 局所 コンパクト Haus drff な ので
、

X の
一 点 コンパクト化 Y が ともる

。

(松坂 P 219 定理 川 など )
つまり

、

y
) X c Y

(ii) Y \ X = { p 3 (一点集合 )
(iii) と は コンパクト Hausdrtf 空間

.

となる よう な 位相 空間 Y が 存在
、

C に Y \ひ とおと
、

この とき
、
C は Y の 閉 集合 なので

、

(と がコンパクトだから)
C は Y の コンパクト な 部分集合

、

お て
、
( 後 に 述べる 補題 により ) Y の 開部分 集合 V.IN で

つく EV.CC IN
,

V n IN = ∅

を みたす もの が とれる
.



再び、 Y が コンパクト で ある こと から
、

TC Y は コンパクト

また
、

V n IN = 0
,

C C M
,
C = Y 、U より

V c T c X \W c X \ C = V
(閉 )

よ。て T c V0 となる
口

w

X : Hans dortf 空間 と し
、

Y を X の コンパクト な 部分集合
加 を Y に 含ま れ ない X の 点 と する

。

この とき
、 X の 開 集合 U

,

V で
、

x 。
E V0

,

Y CV
,
Il n V = 0

を みたす もの が 存在

X が Hans ddf な ので
、

各 る EY に対し
、

加 の 開近傍 ひる と

る の 開 近傍 は で
.
G 。 Vs = 0 となる もの が

ともる
。

{ V33 。 e と は Y の 開 被覆 であり
,

Y はコンパクト

な ので
、
有限 イ団 の V3

、 、
いぬ を とっ てき て

、

Y c ※ V3
:

と できる
。



V : = V。
U
い

し しな とおと
、

(KV )

また
、

U に ひる
、 n い n Una とおけ ば

、

水 EU で
、
Un V = 4

し○ もし VE V なら
、

ヨ ist.VE と
、

この とき
、

v4 ひるこ なので v4 ひ
、

丿
☐


