
第 3 章 ファイバ 一 束 の 基本

3.1 ファイバー 東 の 定義

Def 3.1.1

ファイバー 束 ( fiber Bundle) とは
、

3 つ の 位相 空間 B
,
E
,
F と

、

連続 写像 Pi E - B から なり
、

以下 の 条件 を みたすもの i

任意 の x EB に対し
、

その 開近傍 Ux と
、

同相写像

は、 i P (Un ) is Un × F

で
、
図ぎ
か (Un ) と

一つ U、
x F

p) の

dpr.vn

を 可換 に する もの が存在する
.



E を 全 空間 ( t.tl Space)
B を 底 空間 ( be Space)
F を ファイバー ( fiber )

P を 射影 ( ProjectIon)| 触 を 局所 自明化 写像 や 触 自眺いしし山 trivializ.in )

iii.elt た

t.pt

例 3.1.2

Pi E - B ; 被覆空間 とすると
、

各 の EB の 近傍 Ui で

p
" (U、 ) = U、

x p
"
に ) と 同一 視できた (Prop 2.2.24) より

B が 弧状連結 なら
。
任意 の ファイバー に 全 単射 がある

、

こ、 p : E → B は ファイバー 束 に なる 、



被覆空間 の とき と 同様
、 先程 の定義 で

、

が E v5、 の とき
、

Uが こ ひっし
、
4が 二 と、

と とって よい

Pwp 3.1.3

3 つ の 位相空間 B
,
E
,
F に対し

、

連続写像
Pi E → B

が
、

下 を ファイバー とする ファイバー 束に なる ため の

必要 十 分 条件 は
、 次 の もの i

B の 開 被覆 B = 品 U と
、

各人 に対する 同相写像

4、 : p
"

(U) ts U × F

で
、 図式

.

が (U ) や U × F

p) / m

v.

を 可換 に する もの が 存在する
。



例 3.1.8

Mobius の 帯 M は
、

S
'
上 の Et

.

で ] を ファイバー とする

ファイバー 束
、

①

射影 p : M → S
'

を
」

に は 、
z ) = ( ( 2 十 t.es ! ) Cos 4

、
( 2 + t.co 」 f) sin 9 , t.su ど )

EM

に対し
、 P ( つは 、

Z ) = ( cos 4 sin4) で 定義
、

( P は 連続 )
あとで 示す

、

S
'

を
、
次 の 開 集合 の 和 集合 で 表す :

U、
ニ { ( Cost

,
sin ⊖ ) 1 0 く ⊖ く 2 た ) = S

'
ヽ { しい 3

V2 こ う ( cos ⊖ ,
SW ) 1 0 も た l1 = { (wso.s.lu日 ) l たく 0 くろたら

こ S
'
l [ (-1,0 ) ら

、

と おく 。

-



U
,

ひと は
.
S

'

の 1点 の 補集合 なので
、
S

'
の 開集合

.

S '
= U、

U に
、

この とき
、

定義 から
、

か (U ) = { ( に + t.ws ! ) cos4
,
( 2+ t.us#inY.tsinE )

1 で ≤ t ≤ も
、
0<0<2た }

が (U ) = { し ( 2 + t.ws ! ) cos 4 , 1 2 + test ) sina.toint )

| で Et E で
、
た く 4 くら た

とかし
で、 ) = U × [ ー でも ] を 示すため

、

写像
.

f
、 i ( 0,2た) × [ で

,
巧 vs p

" (ひり

8、 : (0,2 た) uns U

を 次 の ように 定義 する i

{ f 、 ( Y. t) = ( ( 2 + tos t ) Cost
,
Into」 bing.ts.tl

5、 (4) = ( Cos
,
Still )

する と
、

f 、
、
9、 は 同相 写像 であり

、

(あとで 示す )



4、 = ( Six idc.is/ofi':P(U ) → U × [で
、
巧

とおく と
、 4、 は 同相 写像

同様 に
、

h : F
'

(U ) → U × [ で

も 定義 できる
.

これ で
、

P : M → S ' は ファイバー が だ 、 ご ) の
ファイバー 束

ロ

間 3.1.10

i) P は連続 ( p : M → S
' )

(い) t.fi は 同相 写像

○
(i) pi には 、 z ) = ( に + t.ws ) ↳4

,
12 +t.es#).siu4,t.sind)1-s(Cs4.sIn4)

だっ た 、

1つに ( 2 + t.co 」 と ) Cost

る = (2 + t.us き) Sing



つに (2 t t.ws f)? cos

かこ ( 2 + t.wsが 、 心 9

つにはここ ( 2 t t.co 」 も 5

こ、 IT = 2 + t.ws ! ( ≥ 0 )

に P に は 、
も ) = (荒お 、 yt じ 連続 )

(ii)

次に
、 S 、 i ( 0,2た ) cs び = { (ws0.sk0 ) 10<0<2た)

。
= S

'
l { (1 .0 ) 3

.

u

y LA (Cost
, Sky)

が 同相写像 で ある こと を 示す
、

次 の 図式 を 考える :

⊖ E し0,2た ) const Ll
↑

xi ↓
( 0 , た )

で
一 人で , E)

を"
一つ R

U

Its to - E testan ( で)

上 の 図式 を 可換 に する よう な h が 存在し
、
それが 同相写像 ならば、

同相写像 の 合成 として 5、 も 同相 写像 である こと が 分かる
、



h (t ) = し た 1
_

たい 、
甚、 )

とおけば 、

t = tar ( ー も ) = Fi
として

、

せい
ー = cos 0

, 、甚 = が 日
も
2
tl

となる
、

また
、
h (t) の 逆写像 は k、 (たる ) = きが

実際
、

( h
,
ok 、 ) (かる ) = h (X ) = (かる)

( k 。 h ) (t ) = k (荒、 、 意 ) = t

である 、

また f . の 逆写像

h : F
'

心 ) et (0,2た) × [ で 、
ご )

は
、

h いは
、

z ) = (ずし ががり 、

、証さっい )

で 与え られ
、
t.li とも に 連続 .int も 同相写像

D



例 3.1.11 ( Hopf 写像)
3 次元 球面 を

、

ファイバー が SI
,
底 空間 が S である ファイバー東 の 全空間

として 表す

一般 に は Sに { (がりつい ) E 1が 1 が + いけが いろ
だ が 、 ここ で は 複素数 を 用いて ン貝の ように表す

、

S
'

= ( z EE 1 にに 13 = { z EE 1 に 1 = 1 3
.

S
'

= { に 、
を ) ER × c 1 )に しもに しら| S ' : 1 に い た ) E Qxe 1 ににし たに 13

射影 p : S
3
vs 5

4
と

していた ) 1st に 伝に 1,2ていた )

を たえる
、 P は well- Kind で 連続

LQ
に したにげ + 12 で も 1

2

= 4 . に心 - 4 にパ + 1 + 4 . 1が 、 ほに

こ 4 ・ にげ -4.1を しに し t 4.laに した「

= 1
に
いが
)



局所 自明化 写像 について :

まず
、
開 集合 で± を

Ut = S
2

、 とい 、
O ) 3

{ V、

こ S2 、 { (-1,0) ら

で 定める 、

ひ± は S
2

の 開 部分 集合 で 、
S
2
= 0+

U U
。

つまり
、

の どの 点 も Ut か じー を 開近傍 として 持つ
。

よ
」て

、 局所 自明 化 写像 の 条件 を 満たす 同相写像

{ 4 + : かしに ) - び × s
'

4、 : かしに ) vs U × S '

を 見つければ よい 、

まず
、

した 、
za ) E か (U ) に対し

.lt(もい た) = ( 21 たに1,2でも ,

た

画 )
とおく 、

n

UI

P (z i , E) = ( 2に、 に 1
,
2 z 、E ) E で+ より

、

( 2 に しに 1
,
2で 、 を ) も ( 1

,
0)

よ
」 て

、

Z と も0 で あり
、 画
た
ES

'

,

4+ は well - definedで

連続
、



作り方 から
、 F

'
(ひ十) ers U × S

'
は 可換

、

1
で+

4 + が 同相 写イ家 である こと を 示すため に 、

4+ i U+ x S
'
is R (U )

を
、

4
+ い、で W ) = ( in ,

w )
2

で 定義
。 ( 4+ は 連続)

( 4+04 t ) していた ) = 4+ にしたに1,2でも , 高 )

= しこ でも
ーー

、 高

酒甫職勢
にたいして

たたいて
こ した1

,
lz、にしたに 1

= ( z i
,
Za)

E.fi
( 4+04+ )に、 z ,

W ) = 4 + (農水 、
w FE )

= にし樲に 1 ,
2 -
で で E . 憑、 丿2T

= ( x .
Z

.
W )

、



おて
、

4t.lt は 互いに 逆 写像 なので 同相 写像
。

同じく
、

4 - i F
'
(ひー ) cs で、

× S
'

u
U

( Zu 、
Z z ) tes に したに 1,2ていた 、 th )

4 : U × S
'
ne p

"

(ひー )
u u

い、 z 、 w ) 1st (w 、

"

薄 )

として
、
Y- が 同相 写像 だと 分かる

、

以上 により
、 P : S → S は

、

ファイバー が S '
な

ファイバー 束
口 ( これ を Hopf 束 という )

.


