
§ 3
.
5 ファイバー 束 と 群 の 作用

ファイバー F へ の 群 の 作用 として Home。 (F) を 考えよう
、

まず 、 群 の 作用 の 定義 を
、
位相群 の 位相空間 へ の 作用 に

拡張 して おく
、

Def 3.5.1

Gi 位相 群

Xi 位相 空間
。

とする
、

G の X へ の 右 から の 作用 とは
、

連続 写像

p : X
× G - X

で あっ て
、

次 の 条件 を みたす もの :

(1) し x E X
, M ( x , e ) = っし

、
つまり

、

✗ EG X x G

、 ↓ ・
) X

が 可寸魚 となる もの
、

ただし
、

Ce i X is G は G の 単位 元 e へ の 定値写像
、



(2) U S , h E G ,
U
a EX

,

r ( µに は ) 、 h ) =

p
(x

, s h )

つまり
、

X × G × G dei X × G

1 × × m ↓ ↓ で

X × G Vs x
r

が 可 た魚 に なる
、

ここ で、 Na i G × G → G は G の 積
、

同様 に 左 から の 作用

G × X - X

も 定義 さ れる
、、

Rm 3.5.2

群 の 作用 の 定義 に 逆 元 は 不要
、

なので
、

(Def 2.3.22 ) や (Nf 3.5.1 ) は

そのまま 位相 モノイド に 使える
.



例 3.5.8

G = O (n )
,

X = S
"

と する
.

0 (h ) ↳ Glu (R)

S
"'

s R
"

により
.

Glu (IR) の R
"

へ の 作用 を 制限する
、

これ により
,

0 (h ) の S
"

へ の 作用 が 定義 される
。

○

示す こと は 、

A E 0 い)
, VE S

"

⇒ Au ES
"

、

まず
、

WE S
"

⇔ 心 = 1

⇔ (U, U ) = 1

⇔ t.ve = 1

な ので
、
AV E S

"
を 示す に は

、

七

( AV ) (AV ) = I

を 示せ ば よい
。

七 ( AV) ( AV ) = で にAA ) で
=

t

V In V に AE 0 (い))

二
七mV = 1

口



ここで 使 。 た の は
、
次の 事実
.hn3.5.9

G を
、

位相 空間 X に 左 から 作用 する 位相群

と し
、

その 作用 を

r : G × X - X

と する
.

H を G の 部分 群
、

A を X の 部分 空間 で
.

p ( H × A ) CA

で ある と する と
、

MH
× A

は H の A へ の 作用
。

(略 証 ) に × MH×A

(h
,

ha
,

a ) E H × H × A is H x A 。 (h
,
ha )

MH X 2 A ↓ ↓ MH XA

(h h 、
a ) a H × A → A ヨ h .

( ha )

MHxA 7 ( h ん ) 。
a

Man ( H ×A ) C A より 上 の 図式 を

考える こと が でき
、 M が 群 の 作用 な ので

、

可換 に なる
ロ



一 舟文 の 群 の 作用 について
、

p : G × X → X

という 写像 だ から
、

その 随伴

ad (M : G - My (XX)
4 U

S the ad (p ) (g) i つ( H µ11.x)
= S 、

っし

が とれる
。

( Prop 2.4.4 ) で 、

( G と X の 位相 を 考えない とき )
「 X へ の G の (左 ) 作用 」

と
「

ad (M : G uns Au (X )
4 4

8 less ad (p ) (8) 」

が 一対一 対応 に ある こと を 見 た
。

位相 を 考慮 する と
、

まず HM が Home。 (X ) に値を とる
、

= If : X → X 1 同相写像]

↑

コンパクト 開位相で

位相 モノイド になって いる
。



hm 3.5.14

Gi 位相 群
,
Xi 位相 空間 と い

µ : G × X - X を G の X へ の 作用 とする

この とき
、 M の P通伴

ad (p ) i G - Map (XX)

の イ象 は
、

Howe (X) に 含ま れる 、

よ
。て

、 add) は
、

nd (M i G - Home。 (X)

という 写像 と みなせる 。

○

各 StG に対し
、

ad (M (8) が 同相写像 で あること を 示せ ば よい
。

( Pro p 2.4.4) の 証明 より
、

nd 1µ) ( 8 ) と ad 1µ ) (51 ) は 互いに 逆 写像
、

M が 連続 なので
、

これら も 連続
、
( len 3.4.2 )

☐



wm 3.5.15

G i 位相 空間 X に 作用 する 位相群
、

M : G × X → X : その 作用 とする
、

この とき 、

ad (M) i G is Home。 ( X )

は 連続 な 準 同型
、

How (X ) は コンパクト 開位相 で 位相 モノイド に なっている
。

M が 連続 なので、 (km 3.4.7 ) より ad (µ) は連続

( Rp 2.4.4 ) の 証明 から ad 1µ ) は 準 同型 写像
☐

以上 により
。

作用 G × X → X から

連続 な 準同型 G → Howe (X) が できた
。

Q
.

逆 に
、

G → Home。 ( X) の よう な 連続 な 準同型 から

G の 作用 が 作れる か ?



Def 3.5.16

写像 4 : X → Map (Y .

z ) に対し
、

心 (4) i X × Y - Z
.

を

adt (4 ) (x .
る ) = 4 (っり は) EZ )

で 定める
、

Run 3.5.17

ad : My ( X× Y , Z ) → Maps ( X , Map (とも ) )
u

年 Its ad (9)

ad" i My (x, Mが倒 ) es Map ( X × と
,
z )

U U

y Its ad
"
(4 )

なので この 記号 を 用いて いる ( そして 随伴 adj.int の 名 を 用いている)



len 3.5.18

Y が 局所 コンパクト Hans drtf である とき
、

9 : X → Mars (4 .

z )

が 連続 なら
、

ad
" (4) : X × Y → z

も 連続
○

ll C Z : 開 集合 として
、

(ad
"
(4 )ら (ひ ) = { (かる ) E XX Y 1 4い)(る) Eひら

を 考える
。

これ が Xx と の 開 集合 で あれば よい

(x。 、
る 。 ) E (心 (4 ) )

"
(ひ) に対し

、

4 (x。 ) : Y → Z が連続 だから
.

4 に。いしひ ) は 開 集合 で あり
、

よって
、

Y \ 4 (っしば しひ) は る。 を 含ま ない Y の 閉集合
も

4に叱る。) E で なので
、

る 。 E 4(っしげ(で)
、

ここ で 、
Y は 局所 コンパクト Hausdrff だ から 正則

よ
。て

、

る
。
の 開 近傍 V で

、

I n (Y \ 4にげ (ひ )) = ∅

つまり 、 4に。 ) (V ) CU となる もの が ともる
.

T C 4に。 (v).



また
、 Y が 局所 コンパクト だ から、

V は コンパクト と仮定 して よい

する と
、

げ (MI 」 で ) ) × V は (加」 ) の 開近傍 であり
、

ど ( IN (I 、
ひ ) ) × V c (心 (4 )ら (v)

-

ゆえに 、

ad
"
(4 ) は 連続)

(
口

じ
も いいる ) E げ (W (V 」

で ) ) × V について

4(か) (5) CU より 4G)(g) E で i. (がる ) EEI
'
(4 )ら (で) 丿

Gr 3.5.19

G i 位相群

X : 局所 コンパクト Has drtf 空間 とする
。

4 : G - Home。 (X) が 連続な 準同型 なら

ad (4) : G × X - X

は G の X への ( 位相 詩 として の ) 作用
、

(つまり 連続 )



○ (km 3.5.18 ) より adV4 ) は 連続
。

なので
、

心 (4) が 作用 の 条件 を みたして いる か を

石隺 認 する
、

(i) 日
x E X

,

ad
"
( 4 ) ( eg ,

x ) = 4 ( eg )に) = x

に 4 が 準同型 な ので
、
4 (な ) = idx )

(ii) Vs
.

h EG.tnEG.at'

(4 ) ( S , and
"
(4) (ha )) = ad

"
(4) ( sh .

x )

を示す 、

(左辺 ) = ad
"
(4 ) ( s , 4 ( h)( x ) )

= 4 ( S )( 4 (h) (a))
= ( (g) 。 4 (h ) ) (川 ( 41834 (h) E HowM )

= 4 (s h) (x ) に 4 は 準同型 )

= ad
" (4) ( s h, x )

= ( 右辺 )

OK
☐



Gr 3.5.2。

X : 局所 コンパクト Hans drtf なら
>

Home。 (X) は X に 連続 に 作用 する
、

○

H
Howa,

i Home (X) → Home。 (X)

は 連続 な 準 同型 だから
」 4 として id を とる ことで

上 の 系 より
、

Home。 ( X) の X へ の 作用 を 定める
。

以降
、 X が 局所 コンパクト Hansdorff のときは

、

「
位相 群 G の X への 連続 な 作用 」

と

「

連続 な 準 同型 G → Home。 (X ) 」

を 同一 視 する
、

改めて
、

ファイバー 束 の 構造 群 を 定義 しよう
。

3. 2 節 の G cos Home (F) として 連続なもの を

考える



Def 3.5.1 ( 正確 な 構造 群 の 定義 )

G i 局所 コンパクト Hans dorff 空間 F に

連続 に 作用 する 位相 群
.

G - Home。 (下) を その 作用 によって 定まる 連続準 同型 とする

ファイバー 束 ( B
.
E
.

F ) が G を 構造群 (structure groups)
とする ( Seenwd の 意味での ) ファイバ一 束 である と は

、

と か・ ら を その 座標 変換 と したとき
、

任意 の の 、 p に 対し
、

G -> Home。 (下)

に
、

部 i
。 。 。。

が

が 可換 に なる よう な 連続 写像 が' が 存在する こと

を いう
。



イ列 3.5.24

(例 3.1.11 ) の Hopf 東 t S が

上述 の 意味 で S ' を 構造群 に 持つ

ファイバー 東 で ある こと を 見る
、

p の 局所 自明化 は 次で 与えられ てい た :

1 Ut に S
2

ヽ { ( 1
.
0) 3

U
_

に S 2 、 うじ、
O) ら

と して
、

4+ i P
"

(U ) → U × S '

4
、

i が (U ) → U × S '

ど '
i U × S

'
s が (vi)

は
.

4 + ( z . .
za ) = ( 2 1が-1,2でも 、 画

で

) していた EE )
4、していた) = (2 1が -1,2で も 、 武 )

ど (かで , W ) = ( is
IER

、

海
、 w FE ) | za . 1

W E S 1 C 4

Li' 國
が入」

と 飂 どど



よって
、

4 - 0 Yi
'
i (ひいた ) × d → (UnU ) × S '

は
、

4、 。心 (x.z.co ) = 4
. ( っ、落 、

w
' )

= f にい
ーーとい

、
2 .

が
一

河
凄 、 et4ぼ ) 1斟

( っに しもに 1)
= ( に「
=

- t.z.io ) ( WE SI )

= ( n.z.tw )

よって 座標 変換

が i UnU Vs Home。 (S ' )

は
、

がしかも ) (W ) = t W で 与えられる (WE

ここ で、 ZTE S
'
で ある

、



よって
、

写像 T
'

i Un U → S
'

を

z⑦「 ( x .

7 ) =

T

で 定めれば
、 次 の 図式 は 可換 となる

。

がしかも)

ad (M)
{ i w 乱 }

も、
E S

'
cos Home。 (Sり add)(制 ( w)

=

rぼん)
がYum が 二 武

U

(T.T)

ここで、
ad ( M) i S

'
is Home (s ') は

S
'

の 積 による S' 自身 への 作用 から 定まる 準 同型
、

よ 、て 、 Hopf 束 の 構造群 は S
' K Home。 (d) より 小さい)

国



「

§ 3
.
2 の 冒頭 の よう に

、

ファイバー 束 が 自明 束 を

貼り 合わせ て 得 られる
」
と 考える と い

Rf 3.5.31

位相 空間 X と X における 同値 関係 ~ に対し
、

商集合 XL の 位相 U を
.

U = { UC XC 1 で (で) が X で 開 }

で 定義 する こと で
、

大 : X - XL は 射影
u

U

x ts [ っし ]

この 大 を 商 写像 または 等化 写像 ( quotient map ) という。

し の 位相 を 持っ た メル を X の 同値 関係 ~ による

商 空間 ( quotint Space ) といい
、

位相 O を 商位相 または 等化 位相 (quotiat 州
という

、



この 木既念 を 用いる と
、

B の Open Coming { Oda A と
、

写像 の 集合 { 4
"

i Uの へひお → G }がEA

が 与え られた とき
、

これら を 使って {な × F ら たち を 貼り 合わせて

B 上 の ファイバー 束 を 得る 方法 は
.

次の ように なる
、

Thin 3.5.32

G : 位相群 とし
、

G が 位相空間 F に 左 が 作用 して いる とする
、

また
、

位相 空間 B の 開 被覆 Ni ら のEA と
、

写像 の 集合

と が : Un Un → G ら が EA

で
、

次 の 条件 を みたす もの が 与え られ ている とする
.

(1) が は 単位元 への 定値 写像

(2) U か E Un Un
,

がい ) = がない (EG)
(3) V3し E Ux

、 っ ひの こ へ V23

かて "
(x ) の
"
(っり = が ' "

(っり



この とき
、 茹 (は × 下 ) 上 の 同値 関係 ~ を

次 で 定める i

( a .
る) E U x 下 と しが るり E Un × 下 に対し

、

( as ) ~ (かば ) ⇔ っし こ つじ かつ かなり る = る!

そして
、

その 商 空間 を
、

E = (筎 ひの × 下 )人
とし

、

写像 P : E - B を

p ( [かる]) = x

で 定義 する と 、

これ は ファイバー F
,
構造 群 G

、
座標 変換 {がらのいのファイバー 束 となる

。



準備 - 同 3.5.34

位相空間 X 上 の 同値関係 ~ が 与えられている とし
、

p : X - XL

を 商 写像 とする

連続 写像 f : X → Y が

ついつい ⇒ f (x ) = f(入り

を みたす なら ば、
もい]) = f (っし ) により

I : メル - Y

は 連続 写像 に なる
、

○

っし ~ ル
'

⇒ f (x ) = f (が) なので
、

扎に]) = f (x ) = f (x ' ) = T (にり)

よって
、
T は well -

kfined.lt
c Y を Y の 開集合 とする

.

f が連続なので
お (ひ) は X の 開 集合

。

定義 より
、

f = f 。 p

X

やP ↓ a

ツー 発



f
'
= p of

"

と なり
、

お (ひ) = が (お (ひ) )

と も が X の 開集合 な ので
、

✗人 の 商位相 の定義 から

が (で) は Xh の 開 集合
、

ゆえに 、 T : XL → Y は 連続写像
口

[ Proof of Pwp 3.5.32 ]
P の 連続 性 は

、

次の 国式 より 分かる i

意 {U × F 3

i. ↓
E Tips

こ R に
、
間 3.5.34 を 用いれ ば よい

、

次に
、
局所 自明化 を つくる

、



E is E
し

かしい ) な

点 e.EE について 、 p (e) E V2 となる のEA を 選べば
、

同値 関係 の 定義 より
、

e = [ (Re) 、 る ) ]

となる る EF が 一意的 に 定まる
、

この 対応 により 全 単射

は i か (な ) → U × F

が 得 られる 、

直積位相 の 定義 より
。

これ が 連続 である ことを 示すには

それぞれ の 射影 との 合成

pr 、 o 4の i が (は) → な い D

pの o は i か (ひの) → F い ②

が 連続 で ある こと を 示せ ば よい 、



① は P の 制限 と 一致 するので、 P が 連続 な こと から 連糸売
、

② は
、 Pに 04の i P (な ) → F において

、

V C F : F の 開集合 に対し
、

( prz 。 はい (4 ) が かしは ) の 開集合

で ある こと を 示せ ば よい 等化位相 の 定義 より
、

大 一 造 (ひの × 下 ) -> E

を 射影 と した とき
、

だし ( pre 0 4が (V) ) が 無 (ひ
。
×下) で 開

を 示せ ば よい
、

っ( EvanUp に対し

たい (V)
い

だ し (Pro 4が (v) ) = 生 (しな へひ。) × いい )
BEA

non③

であり
、

が 同相 写像 で ある こと から
、

右辺 は 開集合
。

よって
、

P は ファイバー が 下 の ファイバー 束
、

同値 関係 の 定め方 から
、
座標変換 は

"
たちで

与え られる
,

は
、
る ) ~ (かば)

⇔ つにが かつ か"には こお
、

口



[ 最後の 部分 が 少し 不明瞭 ]

e Its ( He) 、 るe) ts 2e

の は
"

Pre

が2 o 4の i が (ひの ) → ひよ × F → F

下 u U

I Ella (m 。ばいり 」 な× V → い

た ↑
4おば(いり がとい )

・

Jsは

点心 × 下)
U

-1

で (パッがいり ) 二 器 (v。 。 ひ。 ) × が ( p Km 。がいい ))( 11)

= 嵓 (ひ。 n Up ) × (H (m 。がいり )) (V)


