
§ 2.4 基本 群 の 作用 と 普遍被覆
§ 2

.
3 の 作用 を 左 作用 に 書き かえる

.

km 2.4.1

群 G の 集合 S への 右 作用 µ が 与え られ た とき
.

SE G と か E S に対し
、

ぺ ( S , x) = r ( っしば )

と 定める と
、 MP は G の S への 左 作用 に なる

。

叶 2.3.22 (な作用 ) NP : G × S → S

(1) も っし E S 、 µ川 e
,
x ) = x

.

(こ) V3し E S
,
05

,
h

EG.pt( gh.nl こ では
、 µ川い) (sh 1.x = S

. (い)

( Proof of len 2.4.1 )

(1) もっ、 ES
,
MP (em ) = µ ( っし 、

ど)
= M ( x , e)

こ つし
、



(2) ぺ ( s h , x ) = M .
げ )

= µ (x , ドら )
= N (M 。心 )

、 より
= M ( t

"( h 、
っり

、
らりこ

FP ( g , ペ ( h .か) )
ロ

Pro p 2.4.4

集合 S から 自分 自身 への 全 単 射 全体 が

写像 の 合成 を 演算 として なす 群 を Ant (S ) と表す

群 G の S へ の 左 から の 作用 と
、

群 準 同型 G - AM は
、

一対一 に 対応 する
、

①

fi G × S - S を 左作用 とする
.

g E G に対し
、

ad 1µ) (g) E Ant (S ) を
、

ndW)(g ) にりこ r は 、

孔)

で 定める
以下

、

f. 孔 に f ( S ,

孔 ) は EG
,

REX )

とかく
、



まず
、 V8 EG

,
ad (f) (g) i S - S

が Ant (S ) の 元
、

つまり 全単射 である こと を 示す
その ため に 、 adw)はリ が その 逆 写像 で ある こと を 示す

。

任意 の か ES に対し
、

( ad V1ば ) oad (µ) (g) )的
= add ) はツ ( ad 1µ1 (s ) ( っい)
= ad Mば ) ( MS 、

っい)
= ad (M ば ) ( s . n)
= v151.5.x )
二 51.19.x )
= はな ) 。

っし

こ e 。
っし

こ つし

i. ad 1µ ) ( より o ad川 (s) =
1 s

、



同様 に
、

( ad ( µ)は 1 oadM ばり ) にり
= d (MG ) ( adいばりしっい )
= ad 1µ1 は ) ( µは! っし ) )
= ad いしり しょ! x )
=

rは 、
51.x )

= S .
は! 川

= ( S - S
" 1.x

こ f. 孔

= っし
,

i. adm は ) oad い ば ) = を
、

ゆえに 、 ad (MS ) は 全単射
、

次に
、 alt ) が 群 の 準 同型 である こと を 示す

つまり
、

V5.4 E G
,

ad (MAh ) = d (MG ) 。 ad (f) しい
を 示す



ここ で
、

か E S に対して
、

ad 1µ) ( gh )( x ) = M sh、 つり
= ( s h )。 水

で あり
、

adWM oad (f) (h) に) = d 1µ1 1 8 1 ( µ (いい )
= add) は 1 ( h . x )
= µ ( g.hn 孔 )
= S

。
( h . x )

= ( S h ) . っし

i. ad 1µ) ( gh) = ad 1µ)(g) oad 1µ)(h ) に準同型 )
i. ad fr ) は 1 E Art (S )

_

逆 に
、 準 同型
f i Gas Art (S)

が 与えられ たとき
、

G の S へ の 作用

M : G × S → s

は

M ( S
,

x) i = f 1が )

で 定義 さ れる
、



① 示す こと i ft が 左 作用 である こと 、

(1) f が 準 同型 で
、

ker H ) = 1 e } だ から
.

txt S
, Mle ,か) = f(e) (x) = x

.

( t (e) = Is )

(2) V5
,
h

EG.ms( gh , n ) = f ( sh) (x )
= ( f (s ) of (h) )に )

= f (s ) (f( h) ( っし ) )
= t は ) ( A ( h 川 )
= M ( S

, M ( h 、
川 ) 囮

Claim

{ t i G - Auto ) ら や { M : G × S - S 3

は

IMiG × d → S ] -141 ad (M : G → Auto) 3

の 逆 対応

①

4 (t ) = ft , 4 (M) =
ad (µ) とおく



(U o 4 )( t ) = f , 1 4 0 4) (M = M を 示す

(i) (4 。 4 ) ( t ) = f

4 (f ) = M .

4 ( 4(f) ) = 4 (M ) = d (M )

ここで

V5 E G
,
Un E S

,

add ) ( s ) (っし ) = M 15.x )
= f (S)(か).

i. 4 (4 (f) ) = ad (M ) = f
.

(ii) ( to Y ) (M = M

4 (M) = d (M

4 ( 4 (M) = 4 ( adm ) こ たい

V g E G ,
x E S

,

Mm ( S
,

x ) = ad 1µ) (8.x )

= MS ,
x )

i. ( 4。 4 ) (M = t.am = M 口



p i E → B を 被覆空間 とする

大、 ( B . N ) の か。 上 の ファイバー た
。

= ド (孔 ) への

右 作用 4 を
、

左作用 パ に 変え た もの から
_

準 同型
adしげ) i た ( B, n ) int Ant ( Fx。 )

を 得る
一方

、
被覆 空間 の 同型 写像

f : E - E
'

が あると
、
全 単射

.tk
。
i た

。

→ FI

を 得る
、

これを 用いて
、

群 。 同型 写像
t* i Ant した。

) - Ant (Fi )

が
、
f (r ) = (th ) 。 。 。 (th ら で 定まる

.

ち した。

た
。
→ Fi

T ! ! t.lt )
た

。 -Fitに
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Prop 2.4.5
i

次 の 図式 は 可換 :

E た (p ,y

"
_
" Ant (列

!t.at爺 Ant ( Fi )
J
4で

①

V)し E FI
,

V [ l] E た、 ( B 、
っし。 )

、

① ad (ど ) (d) ) に) = 4川 、
っり

こ 4
' ( x , [l]ツ

= 4i に)
.

② した 。 ad し4川 (い ) にり
こ た (d (どりい) (孔)
= (娠) 。 ( ad しど ) (い) o けいり し っり
こ けに ( ad妙 (いし け にげに ) )
= ( t 1た。

) ( 4
"

( .ltばらい )
= せ た。 ) ( 4ビ ( せにぶいり ) )

= (挺
。

) 。 どけにが ) いり

こ ど い
i. した 。 adど り (っりこ ad (どり𤰖呫



Def 2.4.6

群 G の 集合 S と S
'
への 作用 MN

'

が 与え られ て いるとする

この 2 つ の 作用 は
、
全単射 fi S - S ' であって

国式
、

G
in

Art (S )

t た
、

Ant ( S ' )

を 可換 に する もの が存在 する とき
、 同値 ( equivalent ) である という

、

ただし 、
たいこ for of" で 定義 する

.

( Rp 2.4.5 ) は 同値 な ( 同型 な ) 被覆空間 から できる

基本群 の ファイバー へ の 作用 は 同値 に なる
、

という こと

Q 2.4.7

群 準 同型 f i た (B ,孔 ) - Ant (F)

が 与えられ たとき
、

これ から B 上 の F を ファイバー とする 被覆空間 が 得られる か ?

そして
、 同値 な 作用 から は 同値な 被覆空間 が

得 られる か ?

ns.
Yes なら、

被覆空間 は 基本群の ファイバー への 作用で 分類できる
。



Def 2.4.8

被覆空間 p : E - B は

E が 単連結 の とき
、
普遍 被覆 (Universal Gaius)

と よば れる
。

また
。

この とき
、

E を B の 普通 被覆 と も よぶ
、

Def 2.4.10

位相空間 X は
、
各 点 の EX の 近傍 0 で

以下 の 条件 を みたす もの が 存在する とき
、

半 局所 単 連結 ( SemiWally simply Connectet ) とよばれる

任意 の l ED (じっし ) は
、

R (X
.
刈 の 元 としてつしで の 定値 ループ Cx と ホモ トピっ 7

Thm 2.4.12
B が 局所 弧状 連結

、
半局所 単連結

,
弧状連結 なら

.

B 上 の 普通 被覆 が 存在する
。

1,11 節 で . .. )


