
§ 2.3 基本 群 と その ファイバー へ の 作用

Def ( ループ 空間 )

✗ の 点 加 を 指定 した とき
、

R ( 4.x 。 ) = { l : Co ,ロッ X ll は連続
,

llDeいに っし。 }
と 表し 、 これを X の N を 基点 とする

ループ 空間 ( Loop Space) と よぶ
、

RX とも 書く
。

Def 2.3.3

位相空間 X に 点 加 が 指定さ れている とき 、

組 (X.no ) を 見点った 空間 ( be Space ) とよど

つし。 を X の 基点 ( bo.se Point ) と よぶ
、

被覆 空間 p : E → B

の 底 空間 B の 点 no EB に対し
、

これ を 欺い とする ループ d は
,

写像

Ul i f
'
( No ) 」 が (a。)

を 誘導 する が
、 ( Pro p 2.2.24) より

、

これは 全 単射
、

どの よう な 写像 か ? ?



例 2.3.4

R i S
'
is J

を 考える .

.

;

S
'

t の
〇

. s
.

2 = [x 。 3

つし 。 i 1 を 基点 とする ループ として
、

f (t ) e だな

( t E [0 , 1] )

を 考える
、

がいし。 ) = { 1
,

- 13

である
.

2 = e
2たこと

( t E い) )し の 解 は t こ さ 1

Ue i pさいい ー がい。 )

を 求める ため l の リフト を 考える
.



I を 始点 とする リフト は
、
I (t ) = どい で 与え られる 。

①

I (0 ) = ピ = 1
, E ( 1 ) = = - 1

( やこ で ) (t ) = R (EN ) |こ に (ど
に
)

= e
2比こ

- 1 を 始点 とする リフト は EN = どいに
ど 与えられる .

f
( ROE ) (t ) = R ( どいり

こ どた (ttりこ l
= e

こたどし

よ 。て
、 といい こ

|
どこ

こ - 1 ( っに I)

どこ = 1 (か こい )

つまり
、

Ul は 1 と 十 を 入れ替える 写像
.



より 一般に
、

Pn i S
'
is S

'

について
、

No = 1 上 の ファイバー は
、 な こ e

ギこ
として

、

が (1 ) = { 2 .
In

.
だ

、 い、
ど )

となる
、

R の とき と 同じ ループ l の リフト を 考える
.

な を 始点 とする リフト E は
.

E (t ) = exp (※坻に )
で 与え られる

、

(not ) (t ) = exp にたけいこ ) = exp にたい !|| I (0 ) = exp (TK ) = ド
I ( 1 ) = exp し 、

たこ しい ) = ちぜ
よ

、て
、

4eば ) = らが
つまり

、

と は
、

1
,
In

,

な
、
い らに を 一つ すら ずらす写像



Def 2.3.5

被覆空間 p : E → B に対し
、{ p

'

: E
'
- B

P から p
'
への 被覆空間 の 写像 (map of Coming Space)

とは
、 連続 写像

f : E → E
'

で
、 図式

E its E
'

※ '

が 可換 に なる もの
_

として 定義 する
、

さらに
、
各 の E B に対し

、 f。 制限

ftp.yyi がいい → はゾッ

が 全単射 に なる とき
、 f は 被覆空間 の 同型写像

である という
、

(isomorpt.im)

その よう な f が 存在 する とき
、

この 2 つ の 被覆空間 は

同型 ( is。morphsm) である という
、



Thin 2.3.7

B が 単 連結 が 局所 弧状 連結 なら ば
、

B 上 の 任意 の 被覆空間 は
、

自明 な 被覆 空間 と 同型
、

叶 2.3.8

位相 空間 X の 開 集合 の 基底 として
、

次の 種類 の もの が とれる と する
、

い) 連結
、

しい 弧状 連結
、

B) 単連結 (4) 可 縮

この とき
、

Xは1 (I) のとき
、

局所 連結 ( Holly Connectd )

(2) のとき
、
局所 弧状 連結 (Holly Path Connectd)

(3) の とき
、

局所 単 連結 ( Hally My Connectet )

(4) のとき
、 局所 可 縮 ( Holly ContractNe )

と よばれる
、



[ proof of the 2.3.7 ]

B i 単 連結 で
、

P i E → B を 被覆空間 とする
。

加 EB を えらん で 固定 し
、

F に かとか。 )

とおく
、

被覆空間 の 写像

f : E → B × F

を 定義 する
.

B は 単連結 なので
、

定義 から 弧状連結
」

よって
、

e E E に対し
、 P(e) から 孔 へ の 道

f i [o . 1] → B

が 存在
( Def 2.2.20) の 対応 により 写像

Qe : p
"
(Me ) ) → が(孔 ) = F

を得る 、

これ を 用いて
、

He ) = ( Me) 、
Ue (e) ) と 定義

、

B が 単 連結 な ので、 この 値 は l の とり方 に よらない

t が 連続 で ある こと を 示す
、



"

嫌。

聶鬮
E → B× F

. t t t
!てか。 1つろ = B

が。
PK) PK)

F は E の 部分 空間 と して 離散位相 を 持つから
.

B の 開 集合 U と
. F の 点 る に対して

、

ザ (V × は 3 ) が 開集合 である ことを 示せば よい
か
開集合

e E が(ひ × {る ろ ) に対して
、
PK) EU である

.

0 が 開 集合 なので
、 ple ) の 開近傍 VC0で、

その 上 で P が 局所 自明化 さ れ ている もの が 存在 する
、

i. e. 、
ー

がいり = 焱唎 と

ここで
、
B が 局所 弧状 連結 より

、

V は 弧状 連結 に とれる
。

この とき
、
f (E ) C V × は 3 を 示す

(HI ) C Vx は 3 C 0 × [る ろ より I c お心 ×は 3 1 )
は ザ(ひかるろ )の 任意の点



Z EI に対し
、

V 内 の 道 l
'

s
. t

. l
'

( 0) = p (z ) 、

l
'

( 1 ) = p (e )

と
、

それを l と つない だ 道 l
'比 を考える

、

I.、 病恭に1
1

一、
1initio 、

' l
1

,
6 p

1 、
1

1
1

、
1 |

1
'

、 i
B

i.排球。
l
'比 は PM と x。 を つなぐ 道 で あり

、

l
'

比 の Z を 始点 とする リフト ET は

l
'

の Z を 始点 と する リフト を E と する と も となる
。

よ 。
て

、

その 終点 は y

こ、 f(も ) E V × は 3
,



f(z ) = ( PE) 、 4で ( H ) = ( PG) っ な ) (𨸟)EV)

i. f ( II c V × 例 < U × は 3

i. だけ (E)) c t
"
(V × は3) c t

"
( 0 ×例 )

、

お て
、

お心 ×例 ) は 開 集合
、

i. t は 連続
、

図式
.

E et BXF

ph.pl pn
が 可換に なる ことは

、
f の つくり 方 から 分かる

。

(PNP 2.2.24) より f は 各 ファイバー 上 で 全単射
に B が 弧状連結 )

よって
、 f は 被覆 穴間 の 同型 写像

口



Def 2.3.9

2 つ の ループ h
,
b ER( X

,
x。 ) を 結合 した 道

he は
。

また R (X.no ) の 元 _

よって
、

写像

mi R (X.no ) × R ( X , 孔 ) - R (X .% )
V u

( h
,

h ) its t.tk

を 得る 、

この 写像 を ループ積 ( Loop Product ) という
.



Def 2.3.10

群 とは
」

集合 G
、
特別 な 元 e E G

,
写像

r : G × G ne G

v : G - G

から なり
、

次 の 条件 を みたすもの である i

(I) V8 EG
, r ( e , g ) = MS .

e) = 8
.

i. e.、

G
' ' ''
_

と
G × G ←

い
GG

よ ※っ !※
"

G
µ (S . e) = t leg ) = g

が可換

に)
も
S . h . k EG , f (N (SD, k) =

NS.M.k/i.e.,GxGxGnM1GnsGxGkxr
! ! r

G × G nrns
G

が 可換
、



(3) V5 EG
, N ( v18 ), S ) = f (g , v18 1) = e

.

(S . S )
i.ly la ×8 a V41a

はば) EG × G <- G × G ne G × G
""'

tr ! △ ド
e e G its G -

9

G 。 e

な

が 可換

e を 単位 元
、

{ f ( S . h ) = S .

h を S と h の 積 という
、

v18) = S
"

を S の 逆元

また
、 MU を

.
G の 構造写像 (Structure wp ) という、



Run

RX は M で は 群 を なさ ない

[ 結合律 を みたさ ない こと ]
h

,
h
,
b E RX に対し

、

し (h *b ) th ) (t ) = 1 (h *h) にt ) o Et Et
.

h にい) で Et El
.

if
(4t) OEt Et
h (4 t-l ) t Et et

.

b ( zt 」 ) で Et El
」

( 1.* (km ) (t) = | h (zt) O Et Et
.

(h th) にい) で Et El
.

E

|
h にt ) O Et Et

.

h (4t- 2) も Et
ls (4t- 3 ) f Et E 1

.

なので
、 ( 1 t.tl th ) も (1.* ( lib ))



Prop 2.3.11

某点 付き空間 ( X
,
加 ) の ループ h

,
h
,
h に対し

(1 l 、 th) th) ご (h * (h th))
!

し (hide ) と ll 、 t (h th ) ) の 間 の ホモトピー

Hi [ 0 . 1] x [ 0 , 1] is X

を つくる
」

( ( t.tk ) th ) に関する [o . 1] の 分割 を
、

( h t (k th ) ) に関する CO
.
1] の 分割 に

連続的 に 変形 すれば よい

、
S

2
h が 啖 b

。
h.k.es

1 と
も も

この 国 で
、 S が ホモトピー の パラメータ

、
t は ループ の パラメータ

.



左側 の 直線 の 方程式 は

S = 4t t
、

右側 の 直線 の 方程式 は

S = 4t - 2
.

( S = 4 (t - t ) - 1 )
、

i. l
、 (ぜり

,

o et E ※
H ( t

.
s ) = | h ( 4t.sn ) .

. ※ Et ET

h (デ に剉 ) , T Et El
.

H ( 0, S ) = h ( o ) = っし。{ H ( 1 , S) = h (りこ つ(
o
.

より
、 H ( る[0, IJ , S ) = 孔。

口



[ 単位元 に ついて ]
加 に 留まっ て いる 道 Co を 考える

、

(l t Co ) ( t ) = ll ( zt ) 、

o Et Et
.

No
,
t Et E 1

.

( Cutl ) ( t ) = { N ,

O Et Et
.

lにい)
、
i Et E 1

.

Pwp 2.3.12 、

( X.no ) i 基点 付き 空間

( X ,

N ) の ループ l に対し
、

d t Cu = l = Got l
、

①
f * Co = l を 考える

。

\ l
l !

・

H (t.de/l(t).0EtE#
1 つ(o

, t Et El
.

i
> が ホモトピー

O l Co 1
☐



[逆 元 に ついて ]

Def 2.3.14 (逆元)

l E R ( X.no ) に対し
、

V (l ) ED (X
.
刈 を

v11 ) (t ) = l ( l- t)
で 定義 する

_

Rp 2.3.15
l ED (X

,
o) に対し

、

l * D (l) t C。。 = VU) * l

①

l * VU ) = Co を 示す

(l the)) (t ) = ll (a) ,

OEt Et
.

l ( 2 -2七)
,
t Et El

.

H i [o
.

1] x ( o . 1 ] is X を
.

HH
.
s ) = Il にts ) O Et Et

.

l ( に -2七) S ) で Et E 1

で 定義 する
。

これ は 、
l * 8 ( l ) と Co の 間 の ホモトピー

口



別○
H (t . s ) = ド

にり O EtEt

l ( l- S ) で et E t
l ( 2 - 2七) THS Et E 1

で も l.tv (l) と Cno を つなぐ ホモトピー に なる
.

D

1 -

8
i "

i l

0 Til
IS
o

lte
E T

Def 2.3.16

集合 S 上 に 同値 関係 ~ が 与えられて いる とき
、

その 同値 類 の 集合 を ~ と表す「 これ を
、
S の ~ による 商 集合 ( quothet set )

という
.



Prop 2.3.17

関係 = は D (X
,
n ) 上 の 同値 関係

○

い) 反射律
l ER (X , か。 ) に対し、

H (t . s ) = l (t) とすれば

l.tl
.

い) 対称律
l
,
l' ER (X

,
%) が l = l

'

を みたす とき
.

その ホモトピー を H (t. s) とする と
、

G (t.fi = H (t.li )

は l
'
から l への ホモトピー

(3) 推移律
l = l '

,

l
'

t l
"

の とき
。

それぞれ の ホモトピー を H
.
H
'

とおけば
、

G (t
, s ) = |

H (たで )
,
OES Et

.

H
'

(ち がり
,
t ES E 1

が
、
l から l

"

への ホモトピー に なる
、

口



Def 2.3.18

集合 R ( X
.
x。) の こ による 商集合 を た (X.no )

と書き
、 X の っ(o を 基点 とする 基本群 ( findawentd groups )

と よぶ 。

l ER ( X
,
n ) の 同 値類 を [l] で 表し

、

l の ホモトピー 類 ( www.y class ) という
、

Car 2.3.19

甚 点 付き 空間 ( X
,

っし。 ) に対し、

た、 ( X.no) は ループ 積 を 演算 として 群 に なる
.

km 2.3.21

弧状 連結 な 位相空間 X が
、

単連結 である

必要 十 分 条件 は
、

大 、 ( X
,

N ) = [Co } となる こと
。

(証明 は 4
、
6 節 )



(km 、 い) より
、
4 e は l の ホモトピー 同値 類 の

とり方 に 依らない

よ
」て

、

[l] E た 、 ( X ,
n)

、
は EP

" (か。 ) に対し、

de は) を 対応 さ せる こと により 写像

Y : F
'に。 ) x た ( X

,
n 。 ) uns かい。 )

u u

( る , [l] ) ITT Ye は )

を 得る
。

この よう な対応 を 群 〈乍
ーー

用 という
、

Def 2.3.22

G i 群
S : 集合 とする とき

,

G の S への ( 右 から の ) 作用 (actions) とは
。

写像 Mi S× G → S で
、

次の 条件 をみたすもの

(1) V3し E S
、 µは、

e ) = x

i.ly
。、 c. S 」

は S × G s ( ne )

the ポ I が 可換
.

D の



(こ) V5 、
h EG

,

Un EG
,

f (M . s ) , h ) = f (かはん)

i.た
,

N × IG
f × G ヨ ( っし は

,

h)に は 、り E S × G × G is

Is MG ! ! r

G, sh) E S 4 G is S 。
"

の !り
t.hr

が 可換 、

簡単 の ため
。 µ には ) = が g とかく

同様 に
、

左から の 作用

G x S - S

も 定義 さ れる
、



for 2.3.23

4 i がいく。 ) x た ( X.no ) T.pk。 )
4 4

( は 、 [lJ ) Ier としる)

は
、

基本 群 た (X
、
対 の ファイバー P

"に。 ) への 作用 に なっている
。

①
① ( km 2.2.21 ) より

、

しる E か (か。)

4 は
,
Co ) = 4。。 しな ) = y - D

② (G 2.2.23 ) より

4 は、
Ch ] Add ) = Gee は )

= (Hole ) (る)
= 4& 14e. い)
= 4ll 4 ( る . Ch] ) )
= 4 ( 4は、 d.D.de] )

こ、 4 は
, [h ] *a] ) = 4 ( 4 は、 幻 )

、
Ch] ) - ②

①
、 ② より 4 i かに。 ) × た ( X.no ) → P

"

に。) は

た 、 ( X, No ) の か (か。 ) へ の 作用
口



Def 2.3.24

この 基本群 の ファイバー へ の 作用 を

モ 1 ドロ ミー ( www.dwmy ) と よぶ
、


