
§ 5.5 安定層 の 局所 変形 理論

i Projectie Variety v E ば いいの

W i X 上 の anple 化 bd! f
Thin 5.21

Mw (v) : Glee ker - 安定属 の モジュライ 空間
.

Global )
・ M。 (v) の 大域 的 構造 を 調べる の は 難しい

。

しかし 、

Noal )
• 与え られ た 点 [ E ] E Mww) の 局所 的 構造 を

言周 べる な5. まだ マシ
、

→ 変形 理論
.

_



[ E ] E Mw (v) を 固定
。

Art : C 上 の 有限次元 Artin局所環 の なす 圏
比衣り 、

"応」 など
」

として
、

反 変函手

Def
E

i Art is Gets

を 次 で 定める i

Def E (R ) に {cu |
EE Gh ( X × Spec (R ) ) ; R上 平土ツ
4 : Mm @RE →EE

に

ここ で 、
R E Ob (Art )

,

mi R の 極大 idd
、



Mw (い) が 存在 する なら
,

定義 より
、
函手 の 同型 。

Hm ( ー
、
Mw (ひ ) ) T.l~U.cm ( 一 )

が 存在
、

Thru ( Huybrechts.hn Thm 4.5.1 など )

上記 の 状況 で

Mwいた人
を

.
Chww) の CE) における 完備化

と した とき
.
0www..EE 」 は WE ト ) を 副 表現 する

( pw.vePresent)
つまり

、 函手 同型
.

Hm ( Qwm
.
に」 ,

- ) et Def
た (一 )

が 存在 する
.

これ を G 低リ に あてはめる と
、

TE ] M ww) -~ に左 (比たり )



T に、 Mw (い) is はた 妣袽 )

km 5.23

自然 な 同 一 視

し た。 M 。 (v) こ) Def E 区姚り ) = Ext! (E , E )

i・物が 存在
、

T

①
E E Gh ( × × Spec C

"花り ) )

|E は Eに広い 上 平坦
.

1をたばたり ) = Y" | 中 : E 1 × × ⇒
→

EE
(G , 0 ) E Def E ( 比光り ) と する と

、

exactq.to
- 0× →

0×昿り → 0 × →

of
Les f . t

S + ft Its g

に と を テンソル して
、

O → E E is E - o

これ は Ext ! (E. E ) の 元 を 定める
。



逆 に
、 そ E Ext i (E

,
E) が 与え られた と する

そ に 対応 する Coh ( X ) の exact ss .

0 t E t E E E → o

が 存在 する
.

E の 作用 t : E → E を
、

合成 EYE t E で 与える
。

Et Etienne E t E
his NTI

な ので
、 ピ = 0

.

i.EE Gh (x × spec じ咾り ) )

なうすで分かる .
• E が

くにたり 上 平坦
。

→ E がlocakyfeE.hr:6celly He にする{
・ El .※※ E

.

i t こ 0 の とき
、 El E

.

(U= id
,

U = 0 )

なら > ( E . 4 ) E Deた ( 比彣 )
口



Def

4 i R
'
is R ; Art における 全射

.

m
'

CR
'

i R
'

の 極大 idd
.

ker (4 ) im' = 0 が 成立 する とき
.

4 を 小 拡大 (Small Extension ) と 呼ぶ
。

( この とき
、

ker (4) は RW - 加群 となる
。
)

Pwp 5.27

Yi R
'
→ R i Art の 小拡大

.

I i = ker ( 4 )

{ E Deた (R) とする
。

この とき
、

障害 類 ( obstmc.tlou class) と よばれるクラス

O (E ) E Ext} (E, E) @a I

が存在 して
、

「
0 ( E ) = 0 G E が E

'

E Def E (R
') に拡張される」

、

また 、
このとき

、 Ext 、! (E ,
E) I は E

'
に 自由 かつ 推移的 に

作用 する
.



Ran

( Pwp 5 に 7 ) は .
M ww) が 非特異 になる 十分条件 を

与え て いる : Hour ( Spec(R) 、 Spec (I、炒

Def E (R ) = Han ( Q.ws
、列 、

R)
"

R を
比掘り

、

比𧘱)
、
ツ
比光ど) 心

とできる

この とき
、

M
w (ひ) は [E ] で Smooth (笻げは

Thru 8.1.6 )

G 5
.
28

と E ) E M 。 (v).

Ext I (E
,
E ) = 0 ⇒ M。 (v) は Smooth PS . var

.

error

?

Et 5.21

X = C i Smooth

pwj.cume.gg パ (nd ) は Title

MS ( r, d )
,

r と d は 互いに 素
.

について
、

ExtE ( E .
E ) = o for d E EGh

なので MS ( r
.
d) は Smooth pwj . Variety



[ Proof of Prop 5
. 27 ] 一般 の 場合 (HL※

pl ve Solution を とる

簡単 の ため E を Coca彡 Eee Reef と する
.

Exti (E
,
E ) = Hi ( x

,
End (Et )

で
、
石辺 を Tech Cloudy で 表して 計算する

✗ の
.

t分 細かい Affine Open Coming {U /
灬川

をとる と
、

E E Def E ( R ) は 同型

そ り i E Ivy % R → E kg % R

で そり ④
r
Mm =

id.EU
兆 上 で そり 。 る k o そ ki = i d ( CoCycle 条件)

を みたす もの と みなせる .

楣徃!
一つ 國 玜 ・ R

1 列
い、 圀 Ehg ④ R



そり
Elvis ☒ a R is Ely aKid

④ 4 M 。 f
id@4.E
luj a R

' そら
-_-

Ehy 成 R '

y 上 で は そり の R
'

1 の 拡張 竹 を つくもる
、

しな 分 の パラメータ を増やす)

そり が GCycle 条件 を みたす ので ひ兆 上 で

そ i.jo?io7ki=idt0yk
( 0兆 E End (EW ) I)

そこで、
O (E ) i = { 0兆 5兆 E Ext! (EE) ④ e I

とおく
、

E が E
'
に 拡張する

G な は Co Cycle 条件 を みたす

G 0 ( E ) = 0
.



逆 に
.

0 ( E ) = 1 0 K 3 は k E た心 (EE ) @a I が

O ( E) = 0

となる なら .

0兆 二 Oy t AK t Oki

( if E End (Elvis)④は)
と 表せる

。
( ob.vn day )

なので な を そら - Oy に 置き換えれば!

この そら が CO Cycle 条件

な 。 そか o そど = id

を きたす 、

また 、
この 拡張 は dj の 取り 方 で 決まる

.

1 から ij
E Ext i ( E ,

E) ④は

と 書いて
、

そら いそがな

なる 作用 を 考えれば、 Ext i (EE ) Be I が Def (R) の 元 に

自由 かつ 堆和ら 的 に 作用する
。 口



[ 具体 的 な 計算 ]
o → I - R

' t R to

M C R
.
m
' CR' : Maximd idds

E が loalyf.ee な ので . E や E も Gay Eee
.

M の Mm - UC 、 SP として の 基底 を U
, ッ に とおく

。

R の 積 演算 を
"

・

"

,

R
'

の 積演算 を
"

t
"

で表す と
、

( Eai vi) * しも aiu ) = ( Eat ) - ぼ ii) が w

i = 1 にし
にし こ州

と 表せる 。

( しり ら は 対称行列 ) (WEI
,
wio )
( W . v、 こ0 )

さ と
、
( Rp 5.27 ) の

そのp i E 1は。
@ R t Elu

。
④ R

は
. そ か E パ (Up 、

End (E) ) として
、

そのp = i de t を 7 ない

と 表せる
、



MP は CoCycle 条件 Mftp.r =

Mr を みたす ので

( i de t 配がリー作 + え う がい ) = ide t を そ おび .

にし

- (刈

が 成り立っ、

な の は p 上 で の 拡張 な

はな
= HE + ぎそ ip た ttp w

Wars E Hとなっ Gd妙
と 表せる .

E が 存在 する 必要 十 分 条件 は
、

か) ら が CoCycle 条件 を みたす こと
_ つまり

( dEt むそ たい、 ttp w) * ( idEt Ipsrutfrw )

= HE t T 7 やM t for W
.

- (例

が 成り立つ こと である
。 (刈 と (XX) の W の 係数 を 比べて

、

むりやりお = - ftp.dprtdor
= - s { dv3

を 得る .
0 (E ) = 乙 りう かや・ として Pwp 州) が従う

R



Dem

Gr 5.28 の 逆
「
Mw (v) が 滑らか ⇒ Ext、? (E ,E) = 0 」

⇐」

「

Ext I (E, E) も 0 ⇒ Mw (ひ) は 特異点 を持つ 」

は 成立 しない
.

EX 5.3。

X i Smooth Pig . Variety (w i and ha 列

v = ( 1.0.0、
い
,

0 ) E 𡶡 (X
,
B)

と おく と
、
Mw(ひ) の 閉 点 は

.

L i X 上 。 rank 1lodlyfwedafs.tn
G (L) = O

.

に 対応 する
。 また 、

Hと x
.
0
×) も 0 ⇒ Exti (L , L) も 。

しかし
、

MwW) は Smooth になる
。



① exp

O → Z → 0
×
- O! 」 1. (et )

に 付 P道 する exact 59 .

0 → H
'
( x, Z ) → H

'

(X
,

0 x ) → H
'
( X

,
O! )

G
→ H

2

( X
,

Z ) → 、 、、

を 考え . RE (X ) に ker (G ) とおく と
、

Mw (ひ) = Pico (X)

- h
.

RE( x ) =

H とパツバ (x, z )

は
、
複素 トー ラス となり

.

Smooth
.

☐



Ren

Pi c
°

( X ) が Smooth な こと から
.

rank (E) > 0 なる E E Gh (X) の

障害 理論 を 精密 化 できる
、

E iloallyfu.deaf

とする と 、

トレース 写像

End (E ) → 0
×

より
、

tr ! Ext 、! ( E ,
E ) → げ ( X .

0 x )

に Hi ( X . End (たり)
を 得る

、

Ext I ( E ,EK i = ker (tr : Ext こ、 に 、
刓 」 Hと x .0× ))

とおく

|
一般 の E E Colt) に対する the map の構成は)Huybrechts FM In AG の P

.

77

( X : regular )



Pwp 5.31

Pwp 5.27 の 状況 で rk (E) > 0 と する
。

この とき .

0 ( E) E Ext ! (EE) 。 R.
I

と なる
.

よって
、 任意 の [E ] E Mw (v) に対して

、

Ext I ( E .
El

。
= 0

⇒ Mw (ひ) は Smooth pwje.ae V𦥯
,①

E i Holly Free daf とする
。

そら 07jh 。 そ ど = id t 0 ijk 15 、 18)

の 行列 式 を とる と

tr ( 0 (E) ) = 0 ( det (E) ) E げ(x .

0
×㹨1

( e4.5.3。 ) より
、

パ(X) は Smooth な ので
、

O ( der (E) ) = o YLe Potter Ian
8.1.6

( ☆ Variety X が a で Smooth a Horn (I
,
a ,
R ) が Honda

、
R
'

) に )
RR
'
E Art の びる



i. tr ( o (E) ) = 0
.

i. o (E) E ker ( tr : Ext} (EE ) ④ 1 → げ (d)の1)

= Ext } (EE )
。
④ I.

Ext I ( E ,
E) 。 = O なら ば 0 (E) = 0

.

☐



[ 具体的 計算 ]

まず
、

E の det せ ) の 変換函数 の 山々 を とる :

dpi de.tn ( id E t を そない )

= 1 + ☐ di u ( dif E 0×しなり

{ dp ら は 山 (E) の 変換函数 に なっ ている ので
、

Co Cycle 条件 を みたす i

( l t E di vi) 、 ( 1 t 上な。た ) = 1 ttd.in
- (刈

- ち
.

det E) は 山 (E) を R
'
上 に 拡張した もの

、

お て
、 その 変換函数 は

.

5 p = l t t di
p Ni

+ Sp W

( ftp.EA (いp) ) と 表せる
。



{T 3 も R
'
上 で CoCycle 条件 を みたす ので

、

Ip t Is = di

i.ly ( l t I diput Sapw ) * ( l t 匚 djvit Sprw)

= ( l t t di u t San W ) - (悧

(4)
、
(妙 ) の W の 係数 を 比べて

、

☐ bij な dpi = - S p
- Sport Sr

( o ( der (E) ) ) = - 2 (く 5か )
_

一方
、 7p の 行列 式 を

、

R
'
上 で 直接 とる こと を 考える

。

これは . IT } と W の 係数 が 違う だけ ← ちょっと
分かってない

.

ttp. ( そのp ) = 1 + I dip で、 +8µW .

ここ で
、
live.h.dk に は 障害 が ない ので

、

うな ら は 1 - o Cycle .



de.tn し て p ) * ttp . (7 p) = date (Pptや

の 両辺 を R
'
上 で 計算 する

。

( L .

H
.
S )

= ( l t t.d.int fpw ) * ( l t I dpi に tfpw )
= ( l t 匚 dip vi) . ( l t t d vi)

t ( I by dip dpi + Jp + fr ) w

= 1 + I di u t ( - る {

ftp.3tfdptfp/w.(R.H.S)=detri((idEtI7ipvi)*(idEtE.
そお い )

= det N ( いた t ような vi) ・ ( idEt むそおい) t (t.by そ な そ削り
= date ( HE t を そらー に t ( I by の がり 店 ) w)

( U. W = W
2
= O )

t det
r

、 ( idEt I そ がた ) t trに り そ な そ ir ) W
= 1 + 匚 djr た t for W t tr ( えり そ なそ f )WeCo - Cycle

.

こ、 tr に明えて!. ) = っ ( はが ー はv3 )
"

( = - 0 ( 1 8 ) ) =0 in Hと )
tr (OLE)) に

Co - Ionday
D



山 (な ) ・ deiMi ) ・ 山 (列 = det (id +0兆 )

し

こ

ー
○ l t tr ( 0兆 )

1 t O
、 、 O 、、

、 、 、 O
、 n

det | ・ け 022 し
ここ で

i ) 。外いい )
一、

0
n 、 l t Onn

= ( H 0い) 、 、 、 ( l t Onn ) に O ij ・ One = 0 )
= l t ( 0 い t い t 0

m )

= ( t tr ( 0 k )
、



[ dim X 32 で も Mw (v) が Smooth になる 例 ]

EX 5
.
32

S : H
' (A ) = 0 なる Smooth pwj、 Surface

.

v = ( l
,
o
,
- n ) E トピ ( S

.
を ) あげ ( S, Z) の H

4
(M

Hills
"

( S) に | 0 次元部分 スキーム Z CS }
st

. length Uz こい

このとき
、

けば ( S ) is Mw (い)
U u

z its Iz

が 同型 に なる
。

Hills
"

( S ) は Smooth な ので

Mw (い) も Smooth
.



fork E = 1

①

任意 の [E] E Mw (ひ) に対して
.

0 - E - EW → Q → o

( dim Sppd )= 0 )
を 考える

.

だ は rk (だ ) = 1 の eflexiueshe.at

つまり .
lwebd.li

( dim Sum (E) = 2 なら
.reflexiueaballyfdv.CI

,
0
,

- n ) より G ( E ) = 0
.

i
.

G ( EW ) = 0 .

H
' ( Os ) = 0 より PieT ) = 例 で E

"

= Os

こ、 0 → E → A - R - o Lex)

dim spp (R ) = 0 より
、

E は 0 次元 部分スキーム Z C S の idd 層 Iz と 同型

.ciHills
"
( S) -0 Mw (H

6 6

Z tes Iz

は 全射
一 ( っくり わ か3 単射 )


