
§ 5 、
2 高 次元 代数 多様体 上 の 伴) 安定属

X : dim X 32 な 代数 多様体

の とき
、

ベクトル 束 だけ だ と
、 モジュライ空間 の

"

良い "

コンパクト化 が 得 られ ない
. . .

⇒ 連接層 の モジュライ 空間 を 考察 する ! !

安定 性 の モノサシ が 2 種類

① Hope{ ② Hubert poly nomid 、



① か。µ (傾 に𥫣 ampleline.ba
付き

.

.ヽ

( X
.

0
× (い) i dim X = d の

、

Smooth Mariad

ProjectWe Variety

Notation

W := 0 × (1). と したり
、

G ( u ) E トに ( X , Z) も W で 表したり する

.EE
Gh (X) に対して

、

Nu (E) に 藩など
1

と 定め
、
E の

、

W に関する 傾斜 ( Hope) とよぶ!

( rk (E) 二 0 なら µ = 丿
.

Ray
X i internal Scheme なら

、

E E Coh ( X) に対して
、

Open date Subset UC X が 存在 して
、

E 1で は Localy Eee → rk (E) に rk (Elv1
.



叶 ( Hope Stability )
X 上 の 連接層 E は

、

任意 の 部分層 0 E F G E に対して

M。 ( F ) E , M。 (EIF )

が 成り立つ とき
、 Mi - 伴 ) 安定 という

( mw - (Semi ) stable )

② Hubert pdyn.mil について 、

E E Ch (N
.

E に E ④ com ( E ④ Cm) ) に対し 、

d

✗ し た (mi ) に 長 げ dim Hi ( X
.
E Cm ) ) EB [m]

と 定める
。

これ は E の Hubert 多項式 ( Hubert pdyn.nlal )
と よば れる



x (E (m ) ) に anmktammhti.it a。

( ai EQ 、
9にも0)

と 表すと、
k = dim E i = dim Cup (E). となる . (間519

k

✗ ( E (m ) ) = 老 ai mi と 表して
、

T (E (m) ) に _た
たし型
ak

とおく 女 (E (m )) は
、 被約 HiHart 多項式 とよばれる

( reduced Hubert Polywww. 11
.

Def 5 .
に ( Gleeker 安定性 )
E E Gh ( X ) は

、

次 の 条件 を みたす とき
、

W - Gleeker (判 安定
といわ れる 」

(i) E は 純粋 ( Pure )

iey 0 E
0
F E E に対し、

dim Sur (F) = dim Cup (E).

(ii) 0 ど FGE.fm っ> 0
,

T ( F ( m)) § ICE (m))



§ 5 .
3 (判 安定層 の モジュライ 空間

X i Smooth pwj . var .

W i X 上 の ampledwis.ir

与えられた ひ E H
"

( X.IQ ) に きば (XB ) )
に対して

、

ch (E) = U となる

X 上 の Giese ker 安定層 の モジュライ 空間 について 考える
。

反 変函 手

Mw (v) i はC% ) ne Gets
u

¥ 1→ M。 (v)に)

を
、 次 の ように 定める

.

F は T 上 Hat
,

U t ET

MW※ FE Ch ( X × T) | た に た 1 ×州 は w 、 安定属 .ch した )で}
ん

ここ で
、

F ~ F
'

d ヨ L : T 上の

live.bdl.s.t.FIF
'
☒ PI 2

.



Def 5、 17

有限 型 スキーム Mw (v) が 存在 して 函手 的 同型
.

Horn (ー 、
Mw (い) to M。 (い しー )

が 存在 する とき
、

Mw を
、
Ch (E) =ひ である

w - 安定層 の モジュライ 空間 (min に Space of w- stable
Shores)

と 呼ぶ
、

反変函手

また 、 この とき
、

Mw (いしー ) は スキーム Mw(い)

で
、

表現 さ れ て いる といい
、
函手 M。(ひ) しー ) は

表現可能 (vepresented ) である
、

という
.

H。m ( M。 (い). Mw (ひ ) ) → Mw (ひ) (Mw (い))

で
、

id www) に 対応 する

E E Gh ( X × M。(v) )

は
、

普遍 層 ( Universal Shut ) と よばれる
、

し た E Cold ) に 対応する t E Mw (ひ) を とって
、

|Et ? E



モジュライ 空間 Mw (ひ) が 存在 する
」

と 仮定 、

Hour ( Spec (e). M 。 (v) ) → Mw (ひ) ( Spec (a) )

を 考えれば、

{ Mw (ひ) の 閉 点 } { Tea(x, |
大 は w- 安定

蜊 こい た
しかし 、 必ずしも

、

(Def 5 、 川) の モジュライ 空間 が 存在 する

言え で は ない
、 、 、

しかし 、 ひと W に関する ある 種 の 数値 条件 が

満たさ れれば、
モジュライ 空間 が 存在 する

。

~nnnnnnnnnniこたなせる 1
.

✗ (ひ (m ) )
、
I (ひ (m ) ) E [m] を

、

✗ ( ひ (ml) に 1
×
び e
"

tdxt ( v1い ) に ✗ (いし
ー

か)

ak

で 定める
。 ( k = deg ( 九 (ひ (mi ) ) )



ch (E ) = ひ となる E E Gh (X ) が 存在 すれば

{ 九 (ひ (m) ) = X ( E (m ) )

女 (ひ (m ) ) = T (E (mi )

Def 5 、 1 9

v E H
"

(X
,
R ) が

、
すべての m EZ に対して

✗ (ひ (m ) ) E を

まに 、
これら の 公約数 が 1 の とき

.

W - 原始的 (w.phwrite) という
、

Thin 5.21

ひ が w - 原始的 である と 仮定
。

この とき
、

Ch (E ) = ひ となる W - 安定層 の

モジュライ 空間 Mw (い) が 存在 する
。

しかも 、 Mw (ひ) は 射影 的 スキーム になる
。



血
✗ = C i Smooth poj.org 、

Curve .

W : C 上 の 次数 1 の

awplediuisor.ir
i = ( n d ) E HY C 、

Z) の げ ( CZ ) =

2

この とき
、
v が w 、 原始的 な ことと

、

(nd ) が 互いに 素 で ある こと が 同値
。

よって
.

(nd ) が 互いに 素 なら

パ ( nd) は Mw (ひ) の 閉点 と 同一視 でき
、

MS ( nd) に は Rj 、 Scheme の 構造 が 入る
。

約り 5.22

C) C = P
' なら

、

(同 5 . 3 ) より
、

パ ( nd ) も 中 E) r = 2 .

MS ( I . d ) = Spec (

小
E 三 Yd ) のみ

.



(ii) C i diptk Curve
、

か 。 E C を fix
、

互いに 素 な (nd ) E をあて
をとる

。

この とき
、

MS ( nd) et M ( I
.
d)

ll
4

E Int det (E)

C et M ( l . d)
U

つ( ITS Ch C (d-い) n 。
ー っし)

反 変函手

A。 しい i は%) ne Gets

を
、

T E はツく ) に対して 次 で 定義 :

Tom G ) = | Fe a (× ×り |
大 は T 上 平坦

、
t ET

Fe : ニ F 1
× ×いは w-恙安定 }

Ch ( Fe ) =ひ ん



Thin 5.23

Projectin Scheme To (い) 、
および 自然変換

t i to (ひ) As Hour ( 一
、
阮い )

が 存在 して
、 次 の 普遍 性 を みたす i

任意 の Scheme M および 与え られた 自然変換

0 : NT。 (v) に ) → Hour ( 一 、
M)

に対し . 射
f : Tw (で) et M

であって
、

次 が 可換に なる もの が 唯一 つ 存在
.

Miwa (一) is Hour ( ー 、 Thy )

Young ! f.

Hour ( ー , M )



( Thin 5.23 ) の Thr) の 各 閉点 は
.

tert と 1 対 1 に対応 している

「
E = E 、 ④ い Ek 、

各 Ei は u 、 安定
、

い、 = Ch (Ei) とする と
、

I ( vim)) = T (ひ(m))
かつ

ひ、 t ひと t い t ひに こい
」

さらに
、

w - 安定層 に対応 する TCM の

Open Sub Scheme

Mww)

が 存在 、

Def

Mww) を
、
w - 安定属 の 粗モジュライ 空間

( Course modに Space)

How) を
、

W - 半 安定属 の 良 モジュライ 空間
( Good woduに Space )

という



§ 5 . 4 (判 安定届 の モジュライ 空間 の 構成

.IM
w (ひ ) の 構成 の 手順 ]

まず、
w - 半 安定 で Ch (E) = ひ となる

E E Coh (X) の 同型 類 の 集合 は 有界 である と 示される
。

i.ly E 上 の 𣆶点型 の Scheme T と
、

T 上 平坦 な E E Coh ( X × T) が 存在 して

次 が 成立 i

「

任意 の Ch (E) =ひ となる W ・ 半 安定層 E に対して

ある t ET が 存在 して

.EE9 1
× × いい

」

この こと から、 Ch (2) を
.

G ( 0× しり ) = W と なる

ampk kw bdl
、

と した とき
、

m つつ0 に っいて
、

パ (E Cm) ) ④ 0 Cm) → E (5. 14)

が すべて の Ch (E) = ひ なる w 、 半 安定層 E
に対して 全射 となる

.



さらに
、

Hと E (m ) ) = 0 た i っ 。

V i dim V = dim パした (mi ) なる

vec.sp.tl
i = V ☒ 0 ×

(-m ) に Oxtmグッ

さらに
、

反 変函 手

Quot (N.Mi ( ツ is Gets

を
、

T E &% ) に対して
、 次 で 定義 i

FE Gh (X ×T) は T上平坦
、

QuotN 、 い)に) { RN → F | uteT
,
Ft は ch (Ft )で)

三

二

同型 は 次 の 可換 図式 で 定まる

が プ as F

f ENi
で



函 手 Qwoe (V_v) は 則 、
Scheme Quot (0. で)

によって 表現 さ れる
.

これ を Qua スキーム と 呼ぶ
.

v C Quot (V_v)
i

| s i が 0→ F /
T は W - 半𦥯
H

0

(V Cm ) ) → パ(F '(m) ) が 同型 }
= V

で
'

C Quot (0. ど)
ら

{ Siri 。 → 大 |
大 は w 、 安定

.nu

V = パパ (m ) → ぽした (m)) が 同型 }

と する 。

で
、 U

'
は Quot (V_v) の Zariski Open .



E i Ch (E) = ひ と なる w - 半 安定層 とする
。

この とき
、
同型 V = Hと E Cm) ) を 与える と

、

パ (E (m ) ) ④ 0
×
Cm ) → E (らい4)

が での 閉 点 を 定める

一方
、

この よう に して 定まる ひの 閉 点 は
、

V = H
0 ( E (m ) ) の とり方 に 依存

。

自由 度 は
、

G = GL (V )
、

G の Quot ( V . v) へ の 作用 を
.

5 EG
,

S i NO → F に対し
、

sog i p! V → F ( V = V ☒0いり

で 定める 」 する と
、

Mw (v) =
で4G{ T ww) = で仏


