
第 5 章 安定層 の モジュライ 空間 と FourIer - Mukai 変換
、

§ 5は 代数曲線 上 の (判 安定 ベクトル束
.

C : Smooth ProjectWe algebraic Curve
.

Mi= I C 上 の 代数的 ベクトル 束 全体 )に

Q
.

M に は
「 良い」 幾何学的 構造 が 入る か ?

A.
「 良い 」 を

「 有限型 の 代数的 スキーム
」 とする と No

.

理由 1

考える ベクトル 束 の rank と degree に よ。て

M に は 無限個 の 連結成分 が 存在 する 。

vs ( r. d ) を fix し た M ( r
,
d ) CM を 考え たば

削 決 ? ?



理由 2

たとえば C = PE の とき
、

Mi (2
,
0 ) = { Up 、

(a) ④ にいう
a EZ

。 。
.

と なり 、
川 は 有限型 で なく なる

。

回っ た ! !

ここ で、
ベクトル 束 E に対し その dope

m (E) E Q

を
、

M (E) に
は ( し
、

三)
rankE)

で 定める ( ね した ) = deg (べ
に生 ) )

(2) の 例 において E に Up、 (a) の Up 、 La ) (a E列
は

、 すべて 、

M (E) = f = 0
.

しかし 、
a > o なら ば , Up 、

(a) C E かつ
、

a

f ( G 、 (a) ) =

i
= a > o = f ( E !



Def 5 . 2

C i Smooth Projectare algebrac Curve
.

E i C 上 の algebraと Vector hide
、

E は 任意 の 部分 未 0 E F F E に対して
不等式

f ( F) E , f (E )

を 満たす とき
、

(半 ) 安定 し(any Stable )
である という

。

先程 の 考察 により
、

(2) において 安定 な もの は

存在 せ ず
、

半 安定 な もの は
.

0点 に 限る
、



問 5.4 ( C : Smooth pwj.ah.cnve )

(i) C 上 の ベクトル 束 E が 1判 安定
E)

任意 の ベクトル 束 の 全 射 E → F に対して
、

r ( E) E, t (F)

(ii) E
,

Fi C 上 の 2 つ の 半安定 ベクトル 束

に

、
こいで 「

µ (E) >µ (F)
」
⇒ Hour (E

,
F) = 0

」

①

(i) E が 1判安定 として
、

O 4 K → E I F → o

を 考える ( Ki = ker (9 1 )

K E E より MK ) E, ME ) であり
、

µ (E) =

ikMNHte_rkG.ly「K (E)

だ から
.

deg (E ) = は ( k) t S (F)
mi

Mk ) ・Mk )



f (E) = 装昌 一 µ ( k) t _※高 in (F)
Mk ) E, fにり ら 「

一

比川
・

µ ( E ) +
「比
菇

け
、µ (F)rk (E)

i. µ に) で kt ・ ( 1 - kt ) - p ( E)

= 世 が飛川𣷓
二 µ (E).

(iii) 対偶 Han (E 、
下 ) も 0 ⇒ µ (E)

E MF)
を 示す

>

1 : E → F の 像 を I とおく、

E → I - 0 で (i) より µ は ) 7 µ (E).

I C 下 のとき
、

F が 半 安定 な ので
、

+

f (F) 7 µ (I) こ、 µ (F) 3 µ (E).

I = F のとき
、

9 : E → F は 全射
.

E は 半 安定 な ので しり より ME ) E µ (F)
口



M ( nd ) の Subset

M
"

(nd ) ( M " (nd ) )
を 、

(判 安定 ベクトル 束 から なる もの と する
。

( 考える
ベクトル束 を 減少 さ せ た ことで

、
パ (nd) や パ(nd ) f「

良い 」 幾何 構造 が 入ら ない か 期待 する

次 の 定理 により
.

C 上 の 階数 r
、
次数 d の

ベクトル 束 に対し 。 フィルトレーション が 存在 し
、

半 安定 属 に 分解 する こと が できる
。

さらに
、
半安定 層 は 安定 層 に 分解 する こと が できる

、

つまり
、

M
' ( nd)

,

パ (nd) を 考察 する ことで

M (nd ) が 本質 的 に 復元 される
_



Thin 5.5

(i) C 上 の 任意 の ベクトル 束 E に対して フィルトレーション

O = E 。
C E 、 C

い C E k = E ( 5. 3)

が 存在 して
、

各 Fi = EYE in は 半 安定 であり
、

f (Fi ) > f (た ) っ い 、 っ f した )

が 成立 する
。

( 5 . 3 ) は Her der - Narasinhave (HN ) フィルトレーション

と 呼ば れ 、 各 Fi を E の Hard - Narasinhave (HN)

因子 と 呼ぶ
.

(ii) C 上 の 任意 の 半 安定 ベクトル 束 下 に対して
、

フィルトレーション

O = F。
C F 、

C い C Fe = F ( 5 .4)

が 存在 して 各 Gi =
たない は 安定 であり

、

µ ( G . ) = µ ( En ) = い、 二 µ ( Ge) =f (F)

( 5 -4) を Jordan - Holden (JH) フィルトレーション と呼び
、

各 Gi を 下 の Jordan - HiHer (JH) 因子 と 呼ぶ
、



(i) の 証明 ] 巛 1 は Hay bedes - Lehu Pwp 1.5.2 )

StepI.CI
の 任意 の ベクトル 束 E は

µ (A) 7 µ (E )

を みたす 半安定 ベクトル束 A e 含む 、

同様 に
、 f (E ) 7 µ (B) を みたす 半安定 ベクトル束 B

と
、
全射

E is B

が 存在 する
、

① E : 半 安定 なら A = E
.

E : も 安定 で ない なら
、

E は
一

µ ( E
'

) っ µ ( E)

と なる ベクトル 束 E
'
を 含む

.

E
'

E E より rk (たり く rk (E).



だが 半 安定 なら A = E !

そう で ない なら
。

同じ ギロン を 繰り返す

live.ba は 安定 なので
、 帰納法 により

,

求める A を 得る

(後半 )

E が 半 安定 なら B = E
.

E が 半 安定 で ない なら
、

同 5 .4 ( i ) より
、

ある 商 ベクトル 束 E
"
= E/だ で

µ (E
"

) 3 µ (E) ( rk ぼり < rk制

となる もの が 存在
、

E
"

が 半 安定 なら B こ だ
そう で ない なら

、 前半 と 同様の ギロン で 求める Bを得る
、

ロ



Steps 2

ベクトル 束 E を とる

ベクトル 束 E の 全射 E → B は
、

次の 条件 を みたす とき
、

E の mdl

(miximol destability 9went ) と よばれる
。

(i) µ (E) 2 µ(B)

(ii) 任意 の 全 射 E → B
'

に対して
、11 µ (な) 3 µ (B)

さらに
、 µ (B

'

) = t (B) ならば
、

E is B to B '

と 分解 する
.

Claim 2

C 上 の 任意 の ベクトル 束 E は mdq を持っ
、

①

md 9 の 定義 (ii) より
,

E → B

が mdq なら B は 半 安定
。



さらに
、
(Steps ) より

、

E → B が mdq である こと を チェック する に は
、

半安定 な B
' に対して 条件 を チェック すれば よい

。

もし E が 半安定 ならば
、

id : E → E

が mdq を 与える
。

E が 半 安定 で なければ
、

ベクトル 束の 完全列

O → A → E → E
'
- 0 (5 . 5)

で
、

A は 半 安定
。
かっ µ (A) > µ(E)

を みたす もの が 存在 ( Steps 1) .

rk した ) > rk (だ ) で あり
,

rk にり = 1 の とき
、

つまり だ i live.ba の とき は
人
だ→ だ が mdq 、

だが 安定 なので、

よって
、 rk しだ) に関する 帰納法 により

、

「
E
'
→ B が mdq なら ば

、
合成

E → E
'
→ B も mdq 」

(5、 6 )

を 示せ ば よい 、



そこで 半 安定 な B' と
、

全射 E → B
'

の存在を

仮定 する
。

もし
. µ ( B

'

) E µ (B) なら
、
次の不等式 を得る

。

µ (A ) > f (E ) > ME
'

) 7 µ (B) 7 µ ( B
'

)

人 や 仮定 仮定
、

A の とり方 (E
'
→ Bが)mdq

よって
、

0 + A → E → E
'
→ 0 と (問 5.4 (ii) ) より

E is B
'

は
、

E → E
'
→ B

'
と 分解

.

O → A → E → E
'
→ 0

、 t.itt.oi.rs
B

f t

☐



しかし、
E
'
is B は md9 な ので

、

mdq の 定義 (ii) より
、 f ( B

'

) 3 µ (B)

よ
」 と

、 µ (B
'

) = f (B ) 定義 (こり
t

この とき は
、

E
'
is B → B

'
と 分解 する ので

、

分 斛

E is B → B
'

が存在
、

おて
、 合成 E → E

'
→ B も

mdq.DE
→ E

'
→ B

'

between

( 5
.
6 ) E → E

'
→ B ( E → B)

ん」 E → B → B
'



Steps 3 - Claim 3

任意 の C 上 の ベクトル 束 E は HN フィルトレーション を持つ
。

① E is B
'

: mdq を とる
、

mdq の 定義 より
、

B
'
は 半 定 定

、

完全な)

O → E
'
→ E → B

'
→ o

E
'

が 半 定定 なら これ が E の HN -フィルトレーション
。

i○ 0 = E o C E
'
C E で

、

µ に 、 ) = f ( EYE 。 ) = µ (だ )

r し た ) = M ( E 1だ ) = r ( B
'

) |µ (た ) 二 µ (だ ) > µ (E) 7 µ( B
') でした)

(B
'
の とり方 ) Cmd9 )



だ が 半 安定 で なければ

だ ns B
2

を mdq と し
、

再び 完全列

O → E
2
→ El → げ → o

を 得る
.

Q =
E/だ とすると

、
( E → Q に対し )

E → B '
が mdq な ので

、

M (Q ) 3 MB
'

)

O → B
2

→ Q → B '
t O

より
、

た社 球 聡

µ (か) 3 µ( Q)

も し
、 µ ( Bり ジ (Q ) = µ ( B

'
) なら

、

E → B
'

i mdq より
、

E → B '
→ Q と 分列 L

.
従って、

BE o
.
B
'
EQ

.
( E→ただ →瓺 )
(が ただ)

これ は O 」 だ → だ ー ば → 0 rk(E '
) > rk (だ) に豫



こ、 µ ( 13り っµ ( B
'

)

( µ ( だにり っ µ (聡 ) )

以下
、

この 操作 を 繰り返して 得 られる なり

い、 E E
3

E だ E E
'

E E

は rk (E ) > rk CE
'
) > rk したり > 、 、 、

と なる ため 無 PE に つづく こと は ない

よって
、 最後 に

、
半安定 な ベクトル 束 だ " を 得る

、

Ei に E
"

とおいて 求める HN フィルトレーション を得る
口


