
§ 4.3 例外 生成 列
」

( Di E - Linear な tri.cat . )
、

Def 4 .
35 (例外対象 )

D の 対象 E が

RHan (E
.
E ) = G

を みたす
。 つまり

.

Hits (EE ) = I ! ( に り

( i も o )

を みたす とき
、
E を 例外対象 (exceptiand Object ) と よぶ

。

例外対象 E E D
"
(X ) と

.

自己 同値 中 E Autq姚刈
に対し

、
中 (E) も 例外対象 と なる

.

( RHour (中 (E )
、
中 (EI ) = R Hoon (E , E) = E )



例外対象 が あれば
、 SOD が 得 られる こと を 見る

間 4
. 37

E を D の 例外対象 とする と 函手

- ④←
E : Dと Spec (aDes D

は 充満 忠実 となり
、

その 本質 的 像 は 〈E 〉 と なる

①

T.ge が ( Spec ( くり し が

1VectKIIIlRHomlF.S1tRHomlF@E.9R.E)
D

に (5 ×呴 ×四一
また 、

(
三 RHour (F, S ) IR Hour (EE ) )
www.fn~rn こい口

下法 E = ④ だとは a

in 口

f( di = dim Hi (ピ ) )

① RH.mn し た然 5時1 = きし表 (パ(利あげ (5) )にり
④
a
RHarris (EE)

= きし表 i
Hour (ぽほりい、

げ(S ) [州| any、伝刊



Def

任意 の 対象 E. た E Ob(D) に対し

.IRHmfEi , E z ) E が (Veet (El )

が みたさ れる
、 つまり

.

E dim
、

Howe
。
(E

,
E
.
[ i] ) < cs

が 成り立つ とき
、 D は 有限 型 (of finite Type )

で ある と よば れる 。

X i Smooth Projective Variety

の とき
、
が (X) は 有限 型

.

len 4
.
38

D が 有限型 であると 仮定

.EEOb(D) を 例外対象 とすると
」

(E 〉 は D の 許容 部分 三角 圏

( adwissible.sub - Category )



①

D の except Ional Object E が 与え られ たとき

任意 の 対象 F に対し 、 次の よう な exact th を 考える
。

G → F et R Howe (F
.Ei 院 E → G [1]

( G i - Cone ( Gev ) [ーり ) ( P
.
48)

この とき
。 この exacttri.li コホモロジー 的函手

Hm ( ー 、 E) i が en Vea (a )

を 施す と
、 (E が exceptt.net な ので、 | k EZ に対し

、

HowlllRHomlF.Ei@EE.E )
三 HonilE.E@ilRHomCF.E) )
E Hoon ( E

,
E 成 Hi ( F, E ) )

三 H。
パ (F

,
E) の Hour (EE )

_

を

となる ので 、
C - ベクトル 空間 の Ionfeet M

.



い、 → Hood ( F, E ) ④ 。
Horn (E

,
E ) t Hai (F, E) u H。

じ (G
,
E)

→ Hail F, E) @ a Hour (E . E ) 様 Hart" (ちたい .. .

を 得る
」

各 中
に は 同型

」

に IRHour (EE) = C )
.

i. IR Horn ( G
,

E) = 0 i
.
e
,

G EYE 〉

①
RHorn (F, E ) ④ e E は 〈E 〉 の 対象 (注 2

.57 )
a

RHorn (E . F) @
a
E 三思 博

と

Ei]
.

une

( R Han に 、
El t R Hour した 、

下 )り
これにより D の SOD Home(RHu (EM ,

E )

D = く 〈 E 〉
,

TE 〉 〉

を 得る が (Uect (e) )

o
- G -」 F

い y が 71で G
www.に男証1nnn.rs |な

たて に い) 〈 E 〉 に G )



[注]
RHorn (E, F ) = の ( Hom し た 下 にり いり in が (Vea (

IR Hm した下 )阮 た こ き ( Han (E 、下川曜 ) に )

= の だい

( di = dim Hoon (E
,
FCJ ) )

RHour (E.FI = Han (き HomfE 、 Fいい
,
4 )

D

( しだ が = RHour (F; E ) = Home ( F; C ) に 吼巡りe

= P Home ( Hours (E , Fい)
,
E ) [ i )

= P (Han 。 ( E, F [ i ] ) Y [ i]

i ( lRHmlF.ENxoEEt@HomlF.E (i)) と i] ) 成 E

こ の比 E
が
[ i ] E 〈 E 〉

( di i= dim Howe (F.ECiii)
ev

Hour (F, E [ i] )% F → E [i ]
Gev .6
F - How (F, E [は )あい三 に]



IR How (EF )
。
」 ( P Howe に、

下に] ) ) →
0 →

・

[ l]

RHorn (E ,FI = D (mm (E 、
下 にコ) に] )

i

in が (Vera )

しき ( Han (E 、
下幻 ) [ i] ) ) ・ E

こ き だ" に J
.

RHorn (E ,
EY

di = d in Horn (たはい
い

Homdtbmlt.cl

( はが = i R Hour (ポ
,
E ) = Han (下沙

こ の Han ( Horn ( E 、
よにり い 、 a )

① D

R Howe (E 、
下 [ i] )と

= R Home ( Horn p (E , FCJ ) , E ) [は



CRHom し た 、 下げ こ き Hom した 下 にが [ i ]

j 次 i Han (E 、
下 いが

( R Hour (EE ) ) SIE

= ( R Hour (EE [ i] Y [ i ] ) だ E

三 恵 E
・山
[ i] E 〈 E 〉

d. = dim Horn (F, E [ こかい

F - Han (ち

ECiJi@aECiJHomlF.E
[ こ] )阮 F → E [ i]

( 0(- 1
, f) 1→ 0 (f)



同様 にして
、

G
'

→ R Han (E
,
F) ④で E や F + G

'

CD

で G
'

を 定めれば、 G
'

E 〈ET となり
、

D = くく た づ 、
くたつ 〉

( Rp 4.31 ) より 〈E 〉 は D の admissiblesul.at
、

ロ

次に
.

SOD の 定義 4.18 で すべての た が 例外対象 の

生成 する 充満 部分 三角 圏 に なる 場合 を 考える 。



Def 4
.

39 (例外 生成 列 )
E. Em : D の 例外対象

川 (E.in
,
Em ) が 例外 列 (exceptiand Collection )

である とは
. i <j の とき

,

RHoon ( Ej , Ei ) = 0

が 成立 する こと をいう
。

(ii) 例外 列 ( Ei
,

u

,
Em ) が D を 古典的 に 生成 する とき

、

例外 列 (Ei
, い、 Em ) を 例外 生成 列 という

.

Hull exceptinal Collection )

(iii) 例外 列 にいい Em ) が 強例外 列

( Strong exceptand Collection) である とは
、

任意 の ij
、

任意 の k も 0 に対して
.

Hood ( Ej , Ei ) = 0

が 成り立つ こと を いう
. ( と染 にも 身𦥯

Han (E」 、
Ei ) は

分から ない 、



(例 4.to )
(Q . P ) i 順序付き

、

関係式 付き 箙 ( P.435)

Q。
= [ し

、
いい
,
m 3

.

A = EQG i 道代数 とすると
、

Path algebra

Hi ( R (い、 Rい ) = { Yi (にり

( に もり

i. ( も しり 、 い、 R (m )) は Strong exceptand Collection



E 、 バ、 Em が D を 古典的 に生成
。

」

( たいい, Em ) i D の 例外 生成 列 とする

( 問 4.21 ) より
、

D の SOD

D = く く たり 、 ッ 〈 Em 〉 〉

を 得る ( D = 〈 E
, い、 Em 〉 とかく )

_

問 4.21 strktlyfdsubate.sn
三角 圏 D の 狭義 充満部分 三角 圏

C 、
,

い、 Cm

たち が
、 i < j ⇒ た c ej

を みたす とする
.

このとき
、

「

とい い

、
Em が D の SOD を 与える 」

E)
「

と し 、 ッ em が D を 古典 的 に 生成 する」
Classical

lygenemted.INto
,
Gene weed) thiksuh.at 〈R〉 ED

( 直和で 閉じている)

(Def 4. 18 ) の 図式 を 具体 的 に 表そ う
、

(𡵅
た → いい な → た → F

※ に 1 ※ |
Cm C G



( 4.51 で 見た よう に
、

VF ED
,

ヨ
た E と E 、 >

ヨ
C

、 E ( E , >

St
.

Fe → F → C
、
→ た [ 1]

.

次に
、 この た に対し 、

ヨ
ヨ F3 EYED ,

G E くた 〉

St、

F } → た → G → F
,
C]

h
,
C と

E とEi 〉 な ので Fs EYE 〉
E

、

( 5 E TED n
にたい ) (点越

これを 繰り返し 、
各 k Em に対し

、

ヨ

Fm 、
E べ くく た 〉

ヨ
Ck E 〈En〉

し こし

け、

Fw 、
→ 下に → C → Fin [ 1]

iexacttri.IEいり Em ) が D の 生成 列 なので ざとた〉 = {B

こ、 Fm = O
.

E 〈たづ じゃないけど 、い ?



D に 例外生成列 したが、
Em ) が 存在 する とき

、

( 同 4.

20 ) より
、
K (D ) は

El
. い、 [Em]

により
、

自由 に 生成 さ れる

.ie
、 K (D) = Z [Ei] ④ い ④ Z [ Em]

これ は
. D が 例外生成 列 を 持つ ため の 必要条件 を 与える

(例 ) X i Smooth Projectiuealy.ca ne .

と すると
.
K ( X) = Pic ( X ) ④ た (Ha Ch 2

.

E × 6. 11 )

よって
、

X = LP ' の 場合 以外 は 例外生成 列 を 持た ない
、

X : Smooth pwj . Curve , Sous = g なら

Pie ( X ) E 9% の を
.| der

( o - RE ( x) → Re (x) → z → 0 ) |
i
. K (X ) =

4% ④ を ④ を
.



km 4
.
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K ( X ) が 非 自明 な 捻れ元 を 持た なければ.

Pie ( X) も 非 自明 な 捻れた を 持た ない

①
対偶 を 示す

、

LE Re (X ) を 非 自明 な 捻れ 元 とする と
、

ヨ
N > 1 st

.
L
が

E 0 x
.

ここで
、

✗ に [ L] - 1 = [ L ] - [ 0 × ] E K(X)

と おく と
、

rk (メ ) = 0 なので
、

_、
台 の 余次元 が

Con iveaufiltm.tw の 存在 より dim (x) + 1 以上 の

F E GhG) は ない、

の
dimいい

= 0
,

M を
、

が こ 0 なる 最小 の 正 の 数 とする
.

M i 1 なら [ L ] = [ 0 ×] in K (X )
.

det

さらに 、
GA ( KM ) 三 Rc(X) より

、

L さ Ox
。

これ は 、

L が 非自明 な こと に 矛盾
.

i . M > 1



っ

じき 0×

この とき
、

[ L] = l t メ の N 乗 を 考える と
、

l = 1 + N . の t の
2

P (BE K (か).

i. O = N . の t NP

両辺 に メ
"

を かけて
、

Nが
"

= 0
.

こ、 が
"

は N - 捻れ 元
_

☐

Enrique s Surface : exceptand Object は ある が、

th except Ional Collection は ない
、



[ 代数多様体 の 導 来 圏 が 例外 生成列 を 持つ ための 必要 条件 ]

げ(X ) の 許容 部分 三角 圏 と の Hochschule ) ホも。 ジー

を 以下 で 定める i

( Pwp 4.31 ) より
、

SOD

がい) = く ど
、
と 〉

が 存在
、

この とき 、
(問 4.19 ) より 射影函手

を i が (N - C

が 存在
.FM函手

、

[ kuzne.to v Thin 3 .7] より
,

d

ヨ !
P E が ( X × X ) s.t.VE が

、

このとき
、

C の k次 Hochschule ] ホモ。ジン トバ ( と )
Hochschule ホモ 。ジー HH k ( e )

を 次の ように 定める i

{ Hげ ( と ) - Home ( RP )
HHn (C ) に Howe※ ( P、

PS が w × ( dim )



C = が (X) の ときは RU となり ( §4. 1 ) と 一致
、

Thin 4.43 ( kuznetsov )

X : Smooth ProjectWe Variety 、

(i) SOD

が(X ) に く といい、 Cm 〉

が 存在 するとき
、

次 の Hochschule ホモ ○ジー
、
及び Enthendied 群 の

同型 が ある i

{
HH k (X ) 三 点 HHn ( と .

K (X) E 点 K ( ei)

(ii) と i が の admissiblesl.cat
.

と が SOD

C = 〈 とい た 〉

を 持つ とする
、 この とき

、

各 た も が(X) の admissibleswl.at
.



また 、
R を 射影 函手

。

V.
、

i が (X) - ei

の ホ亥 と する とき
、 Long exact 59 .

. . . → HH ( と ) → HHと とり の HHととり

ktl

→ Hour
"
(R

,
R ) → Hが ( と ) → い

が 存在 する
.

を11 exceptand Collection

D
"

(X ) に 例外生成 列 (た いい. Em ) が 存在 するとき
、

SOD

が (X ) = 〈 Ei
,

い

, Em 〉

が 存在、 問 4.37 例 415

また
、

〈 Ei 〉 三 が( Spec (4 ) ) で
、

HH
* ( Spec(d) 三 E

こ、 Thin 4.43 より
m

HH * (X) 三 忠 HH t ( Spec (4 1 ) E ビ



Prop 4.44

が ( X ) に 例外生成 列 ( たい いっ Em )
が 存在 する とき

、

P も 9 ⇒ パ・
9
( X) = 0

.

また 、

dim

者。

ぽい = m

①

|
HH 。 (X) = p HP ( x. ぺ )

HH t (X) = R HH n (X ) ミ で
、

また 、

HH k (X) = 0 for k 。 1

'

( HHn (x ) 三 点 (HH n (仏心 ) ) = 0 )
t k 31

、

i . HH * (X ) = HH。 ( X ) E 4に

i. Th" ( x ) = m
.

HH n (X ) = 0 for h 3 1 より P も 9 ⇒ h" (X ) = 0
.

口

( HHn (X ) 三 点、
げ (X. 1 )


