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§ 4.2 半 直交 分解

( か(X) を 細かく 分 角} したい い)

Def 4
.
18 ( 半直交分解 Semi - Orthogondde.coposition )
三角 圏 D の 半 直交分解 ( Semi . orthyand deonposition ) とは 、

D の 狭義 充満 部分 三角 圏 の 組 と 、 、 ッ Cm で あって
、

den

i ⇒ た C G

が 成り立ち
、

さらに
、
すべての F E Ob (D) に対して 次 の 図式 が 存在 する こと

.

0 → Fm っ い → た ー た ns F

☒ st
に
、
又 t もい、 1は 、

Cm
c. c

、

ここ で
、
すべての 三角 国 式 は exact tri

.
であり

、

各 I に対し、 C 、 E た が 成立
、

この とき D は とこ たち の 対象 すべてで 古典的 に 生成され ている ので
、

D = く と、
、
といい と m >

とかく
、

この SOD が 極大 (Maximal ) で ある とは、 各 C 、 が

非 自明 な SOD を 持た ない こと をいう
。



問 4
.

1 9

F ED に 文寸 し
、 ( Def 4. 1 8) の 図式 を 考える

.

0 → Fm で い → F
,
→ F

、
一 F

に s d に O に 丁
が i.de 、

L
a a c

.

F に対し 、
Fi

,
G は 同型 を 除いて 一意 に 定まり

、

さらに F に対して Fi
、
G を 決める 対応 は 函手 的

、

F → C
,
→ F

z
→ F [ I]

と
たい] → F - G - E

did

だい] → F - C! 」 だ

(内 で は (い ) より
、

Hom (たい
、
CI ) = 0

,

Hom (たい
、
C 、幻) = 0

ならば 、

{
t : たい] → だい]

g.、 G - ci

で
、
図式 を 可換 に する もの が 唯一 つ 存在



Def 4 、
しろ ( admissible.sub category)

C : 三角 圏 D のstrktlyfdlsubat.li
C - D i Sub Cat

.
の 構造 を 与える 埋込

.

i が 右 (左 ) 随伴函手 を 持つ とき
、

C を D の 右 (左 ) 許容 部分 三角 国 という
.

( right ( left ) admissibles.iscategory )

right admissibk が left admissibk.tt Sub Ctrl ) Et . を
。

許容 部分 三角 圏 ( adwissiblesubate.sc ) という
.

X
.
Y i Smooth pwj ,

var
.

2 i が ( X ) ム が(Y) ; thy t.HN factor

forlov

この とき
、 (問 3

.
1 ) ( Thin 2.53 ) より

.

ヨ
P E が (X × Y ) s.t.IE 吸い、

かっ
、
中 は 右 随伴

、
左 随伴 を 持つ

。

よて
.

が( X ) は かしと) の

admIssibleswbatesory.pV@EIwyCdimYJdiR-.x
( 1 が④ 成 wx [dim ×] |ず に 中

、 → ×



Y : Smooth quasi . projection Variety .

C : Smooth な Y の closed SubVariety
st . Codim

y
( C ) = C

.

f : X - Y ; C に 沿った Y の ブローアップ
、

E i f で の 例外 因子
、

この とき
、

fl E i E - C は

P (Ni ) - C と 同型
"

( PCT ) → c ) t.cl に は
、 C × 1が

j

E cs X

fk t、 ft ( blown up)

C - Y
し

整数 k EZ に対して
、
函手 I : DE ) - が (X ) を

、

虫 ( - ) = j * ( けげに ) の はい )
で 定敦

( jp = Rjt
、
( t.IE )

*
= 4 (挑が

、

= J )
、



中
。 (-) = j . o ( けぽ( - ) の と は 1 ) i が( C ) _ が(X)

Thm

4.264が
、
各 中に は fully t.ithtl であり

、

さらに
、

が(X ) の 次 の よう な EOD が 存在 i

が(X ) = く ない (かい) 、
い

,
R (叱り 、

4では妙
①

SOD について は 9.31 で 示す
.

I
-e (か (い ) = j。 。 ( He )とが(d ) の Oe (いり

こ| R (かい ) = jt 。 ( けぽ (かい ) の は ( 1 1 )

しげ が fully t.ithtd である こと のみ 示す

( Papa . 50 ) ( Pop 2.49 ) より バーはな
Hom (N

'

E
,
LIFE) に Hom ( E

,
Rf。 (4での 1 )

に Hom ( E, F b Rf.d )
pitonde

ここ で
、

ブロー の プ について は Rf.0 x = Oy なので
、

こ Hom (E.FI

i. げ は fully faithfully



Run 4.27

X. Y : Smooth quasi- projection varieties

N. 0 × E 0と なる fix-Yjpwje.ie morphisn

に対しては
、 同じ 方法 で

パ : がい ) - が (X )

は

thyfaithful.mn
4.28

Y が Smooth で なければ
、
4で は がい ) 上 では

定義 さ れない ( げ i DTY ) → 5 ( x) J
.

Y : Smooth quasi - projection Variety

E : Y 上 の rank r locally fee sheaf

f : X に IP ( E) - 4

k E Z に対し
、
函手 R i が(Y ) - が (X ) を

中に (- ) に で ( - ) の 0× (k )

と 定める
。

( f は fkt なので
、
f = KH )

.



き、 ( - ) に f
'

(- ) の Q.CH i が(Y ) → が(x) 爕

Thm 4.29

だ と 名 中に は fully fithfd で
、

さらに
.

が (X) の 次の ような SOD が 存在 i

が(X) = くるい ぱ(とり 、
いい

、 R (がいい)ぱか(4分
①

( 同じく 9.31 で . .. )
f
'

= ヒザ が fully the twl である こと に ついて !

げt Rfx

Hom (DE
,
f年 ) = Hom (E.IRt.GE ))

に Hom ( E
.
ため Rf .. 0× )

で Hom ( E
,
F) Rf. 0xE 0と

i. で は t.ly 、 t.ithfl
、 口



[ admlssiblesubcates.org と Semi Orthogonal decomposition の 関係 ]

Pop 4.31

と i 三角 圏 D の ful Sub category
i.eu D ful Sub category の 構造 を 与える

fully faithfd な 埋込
。

この とき
、
次 は 同値

(i) i は 右 (左 ) 随伴 函手 を 持つ
。

つまり
.

C は D の 右 佐) admissible.subcategory

(ii) Semi - Orthogonal decomposition

D = く i ( et
,
i ( e ) 〉

( D = く i ( e ) 、 tile ) 〉 ) が 存在

① i
R

en

[(り まいり) と cf D ( i t i R ) とする
。

(3. 2) により
、

自然 変換

7 : ioiR - idp

を 考える
.

Home ( ご ( E) 、
( El ) → Hour

。
( i 。 汜 (El

.
E )

( 品に、
1→ i )
で 7 : i.IR y id

D



任意 の F E D に対し
、

(Nf 2 . 5 (い) より
.

di s

t.trl.io
i
R (F ) t.tt G

を 得る
、 この とき

、 任意 の C ED に対し
、

コ ホモ○ジ-函手

Homfi (C). - ) i D - Mod (z)

を 考える と.byexactsq.H.ci( C ,
i
・ い)
mind.て

→ EmkikhiilnnhyIs Hood ( i (C). 下) → Had ( i (c). G )
に"
( i ( C)

、
心 (下 ) ) -中で H。で" (いい け 」 Hour

" に(C). G)→

Honey
、、、

を 得る 。
谷 中に は 7 (F) ( i i (E) → F ) の 作り方 から 同型

7 : Loi
R
→ i d D は 自然 変換 であるだけ だけど OK ?

ゆえに 、
R Han ( こ (C). G ) = 0 より G E し しげ

.

こ、 D = 〈 i ( eT.ie ) 〉

i しが c iCが
1

| すべての FED に かて

0 → Fz →
そば

F
,
E = i (F)

tid 谷 7

た G
/ G E i ( C )

2

(ことり

た E i ( C) /



o た F → E

)し た 1
に
、

マ
←

F

[ (ii) ⇒ い] E.cc」
GE

:しげ

逆 に
、
SOD D = 〈 i ( C ) う こ (e)〉 が

与えられた と する

任意 の E ED に 対し
、

dist
.
Tri

.

F → E → G → F [D

( F E こし と ) 、 GE こ ( C )り

が 存在 する ( 定義 )
、

F に i
R (E) と 定める

。

( 下 に こ 。 こ に (E) ? )
(間 2

.
15 ) により

、

IR は D から C へ の 函手 を 定める
。

任意 の C.EC に対し
、

Hour に (C). - ) を 施す と
、

→ H。"に (C)
、

IR (E ) ) - H。
で ( こ(C)

,
E) → H。とこ (C)

,
G)

→ Mont ( ICC) 、
E (E) ) - 1-6で" ( こ (C). た ) → Hour

" に(C) , G )

_ 、叫 だ だい
Fjy

では L 澍
にしだに F' u E ' → G

'
→ F

'

幻
GE こ (C)

人

より
、

IRHan ( こし い 、
G ) = 0

.

i.IRHan ( C
,
i
R (E) ) E IR Hour ( こ (C) 、 E)

.

C

( = IR Horn( こ(C). こ にしたり)
D

i.it iR 。t l
n

R んん ( C , パ (ど ) - IR Hm に しい、 たり



G 4.33

X i Smooth PG .

Var
.

D
'
(X) に対し

、

D

が (X ) = く と
、
といい、

Cm 〉

が 存在 すれば
、

各 た たち は 常に adwissible.sub category

[ Bandal
.
Kaplan '

90 ]



Ref 4.34

(i) 三角 圏 D が N.hr性 ( NoelWien property ) を持っとは
.

D の admissiHe Subcategory が 昇 鏡条件 を みたす
。

つまり
、

admissible.subcategory の 昇鎖 列

A 、
c Aa C い CD

が ある とき 、 十分 大きな L において
、

A 、 = Ain = い が 成り立つ こと
、
を いう

、

(ii) 三角 圏 D が Jordan - Holden 性 (Jordan - HiHer

property ) を みたす とは
、 D が Netheir 性 を持ち

,

さらに 次 の 性質 を みたす ことと する

iD
が admissible Subcategory たち から なる

2 つ の 木丞 た な SOD

D = 〈 ei
,

G
,

n

,

Cm 〉

= 〈 ei
,

ei
,

m

,
ei 〉

を 持つ なら
、
h = m である

.

また
、

ヨ
の E GI st

.

l E に En
、

ei.EE
。いい

③
③( D が Noetw 性 ⇒ D は 必ず 極大 な SOD が ともる )

P. 78


