
(h . 4
.

導来圏 の 半 直交 分 勈 と 例外 生成 列

§ 4 . 1 .

代数多様体 の 導来 圏 の 不変量

X. Y i Smooth projection algebraic varieties /
が(刈

、
がい ) i derived categories .

( ぱ (x) ⇐ ぱ ( Coh ( XI ) )

三角 園 としての

中 i が ( X ) t が い ) i 圏同値
。

( Y は X の )

が あるとき
、

X と Y は 導来 同値
、
Fourier - Make

パートナー で ある と いう
。

( Thun と 、 5 3 (Or but ) より
、

図式

× × Y

Txt が
X Y

e.
同型 を 除いて 一意 」

に対して
、

ヨ
P E が ( × × Y )

s.t.pt
二 中

x」 と

(か).、 1 - ) に Rtッ * ( P が 4だい )



lem 4.1

X と Y が 導来 同値 ( ie、 脈 ) = D
'

(4 1 )
⇒ dim (X) = dim ( Y )

①

X と Y が 導来 同値 なので
、

ぱ (X ) -、 D
'
(Y )

ヨ
p e が ( × × Y ) s.t.SI こ き p

(
p
に 1 : = RT * ( PS 4 だい ) )

このとき
、

(い ) より
、 p の 左 随伴 、 右 随伴 函手 は

がた × ,
R i = がよ だ w 、 ( dim 4 ] ( 左 )| が

、で 、
R に けが が wx [ dim ×] (右 )

と 表せる
。 中 は 圏 同値 なので

.

が こ がら ×
こ き点

、

積分 核 の 一意性 から
、

Pな だ w 4 [ dim (4 )] こ が よ だ wx Cdma) ]

i. が が wx こ が よ だ wy [ dim (4 ) - dim (刈)

が は bounded derived Cat
.

の Object なので
.

dim (X) = dim (Y )
口



以下、
他 の 不変量 を 探す

、

Def

A : Abel 圏 ( より 一般 に 完全 圏 ) と する 。

A に対し
、
その Grottadeck 群 K (A) を 次の ように定義 i

" A の すべて の 対象 の 同型 類 [ EJ で

P 讐 蔀翳好 仙 群 鰓妣" を

〈 [ FJ - [ EJ - [ GJ 1 T - Et F → G - o : a》

で 割っ た もの を K (A ) と する
。

問い (例 ) tee
でツ~ (1に 、ご )

4 : K ( Veit (4 ) ) ns z

v
と

さ [ V ] less ± dim (4 )

4 は 全 単射
.



o y V
0

- V
'
t V

'

t O eX
. に対し

、

[ V ' J = [ 4 ° ] t [ バ ]

dim V '
= dim \1

0
t dim V

'

i . 4 ([1/0]+[1/2]) = 4 1 [ 4 1 ] )

= dim VI

= dim V
'

t dim V
2

= y (いり ) + 4 1 [ VT )
.

a

Def
D : 三角 圏 とする

。

D の Gwthe deck 群 K (D) を 次の よう に 定義 i

、 すべての D の 対象 の 同型 類 [EJ で 自由 に

生成 さ れる Abel 群 を
、
その 部分 群| S [ FJ - [ EJ - [ GJ に E - Ft長蕊印 〉

で 割っ た もの が K (D )
.

品 で兜



三角 圏
間 4.3 (例 ) t

A : Abel 圏
,

D
'

(A ) : Aの 導来圏

(i) だ EDTA) に対し
、
K ( が (A)) の 中 で

、

[ ピ ] = E (ーげ [ ど (だ ) ] = Es (ー ら [E]

(ii) KIA ) → K ( D
'

(か )
、

①

(i) K (A) の 中 で 次 を 示す i

年 ( ーげ [ だ] = E ( ーげ [がたり
、

→
0

Im (dリ
- n

... _ だ Ii だ が ぜ ぜ . . .

fn し
ker(じ)

i

o → ker ( dり ー だ → Im (ど ) → 0
.

0 → Im ( じ ) - ker ( dり ー み りだ) → 0
.

が exact なので
、



[が (だ ) ] = [ ker (もり ) - [ Im (じ) ]
[ だ ) = [ br (じ) ] + [ Im (じ) ]

i. 年 には
「 [ だ ) = E (ーげ ( 1 ker (じ ) ] t [ Im (どり )

例えば 、

一、
い

_ [ Im (dT ]
'

t [ ker ( dT ] t [ Im (H ]
- [ her ( d ) J - [ Im (d ) ]

t いい

= E (いい ( 1 ker ( di ) ] - [ Im (じ ) J )

= E 1 - 1 ) に
[ お ( だ ) ]

に) ど こ だ iu が (A) なら

に、 が ( ど ) = が (だ )

f 川 が [ i ] = [ だ ] in k (らい)



し、 K (が (Al ) int K (A)
と

山

[ ど ] Leg をトリ に [ ど ]

= E い)
に [ みこ ( ど ) ]

とする
。

が (A ) で dst.tn
、

E
'

ー で 一 ら ー ど [ 1 )

が あれば
.

. . . → が ( ど ) で みり だ) → で 1 8 )

→ が"

( ど ) → い

は A で の bngex.SI . .

i. は打 ) = E (ーげ [が (だ ) ]

= E 1が (はり ど) 11 + 年 に吨では 1 1 )
=
i ( EET ) + c は J )

i. し ( EET + [ S
'

J ) = 2 ( [ EJ ) + 2 ( CSI )
で L は gwup hom

い i KCA) et K (が (か ) ; [ E ] n [ E ]
口



以下
、
K ( A ) と K 1 が(Al ) を 同一視する

。

X : Smooth Project ire algebraic Variety
D i = が ( X ) に が ( Coh (い ) ) と し

、

X の 局所 自由 層 から なる 完全 圏 の Gothadeck群 を K (x)

とお c .

Leon

X 上 の 任意 の 連接層 E は
、
局所 自由 届 による

有限 の 長 さ を 持つ 複体 と さ疑 同型 となる
。

① Huy 、 Pwp 3
.
2 6
,

Hartshowed . 3 ex . 6 .9
.

など
、

n = dim(X ) として
.

0 → En - Em → いい → G - G - E -1 0

Ei : locally fee sheaf

間 4.3 を 用いれ ば、

K ( X ) = K (呪い )
.

1
局所的劄 博懸 )



E. F E が (X) に対し、 その K (X) での 積 を
、

[EJ ・ [ F ] i = [ EIF )

と 定める こと が でき
、
K (X) は [d ] を 単位 元 と した

環 構造 を 持っ
、
( Gothadeck環 )

Run

locally flee に し ない と、
J が 上手く 定まらない

( Huybechts P
.
7 8 など )

Guineau て い トレー ション

Gli ( X ) に 1 Fe Gh (x) | Odin × ( Supp (FI ) 3 i )

とおくと、
各 i について

、

Gh (X ) の 部分 Abel 圏
。

そこで
、
自然 な 写像

K ( Gli (× 1 ) -→ K ( Gh (い )

の 像 を

ビ (KCN ) に Im ( K (0で (X ) ) → k (shall )

と 定める 、

これは K(X ) の filtration を 定める



ジ ( KM ) ・ F
' (KM ) c 博 ( KM )

と なる
、

Gi (KM) に
下派に噱ジ (Ka )

とおく と
、

rank : Gi ( KCN ) - ぺ(X ) と 2
.

h : Gr ' ( KM ) is A
'
( X ) = Rc (X )

、|
a : Gi ( KM ) - 脈)

は 同型 ( Fulton EX 1 5. 3. 6 )
、

三角 圏 の 同値 i D - Dz が 与えられ て いる とき 、

中 は dist.tri.ee dst.tk _ に 移す
、

i. それら の Gothadeck 群 K (DD
.
K (De ) は 同型

。

特に
、

X と Y が Fourier 向井 パートナー ならば
、

それら の Grotta deck 詩 K ( X)
、
KM) は 同型

。



Thm 4.5 ( Galen deck . Riemann - Roch の 定理 )

Smooth quasi - projection varieties の 間 の 射影射

f : X - Y

に対し
、

f ! (だ )
次 の 図式 が 可換 と なる i

たいらしい だた が呦)

が (x ) t がい )
f 、

d

d.い tdx f ではいい いい
、
t.chい td と

.

A (No -)

が
A いい

。

Y = Spec (4 ) として 次 を 得る 、

Gr 4.6 ( Hirebah - Riemann - Roch の 定理 )
.

X : Smooth projection Variety と

E E が (X ) に対し
、

X (E ) = fch (E) tdx

が 成立
、



E. F E が(X ) に対して
、
Euler 形式 ( Euler form) と

x ( E . F) に 品 (ーら dm
。
Hai (Et)

= 長いに dime Ei に 、下 )

( 二

忌、 い dma げに っ
だが下り

と 定める
、

これは
、

x (-.-) : Ka) × k(X) is Z (竿然 )

を した
、
下 ) = fch (だ が「

F) tdx

と 計算 できる ( Hivebmd - Riemann - Roch )

は i が(X ) t.DKY)
なら

、

Hom (E
, F) = Hom (中 ( E)

、
中 ( F) ) なので

.

k (N
,

KG ) の 同型 は Euler 形式 を 保つ、

K (x ) × Kay Is z

t. u 11
KM ) × KEY)

t.mx(-.-)



同 4
.
7

X : Smooth projection Variety ,
dim X = n

,

X の コ ホモ ・ ジー 環 の 元

v = ( 1
,
ai.az 、

い
,
en ) E H

"
(XB )

(a E H
" (X

,
RI )

に対し 、 U = ( l.bi.bz
、

いい
、
bn ) E トは ( X . )

で あ
、 て 、

( u , u ) = V ( (-.-) は 力が積 )

を みたす もの が 一意的 に 存在
、

この U を SE とおく
、

de K (X ) に対し
、
Mukai ベクトル

では ) E H
"
( X

,

0 )

を、

v (の ) に dは ) Tx

で 定義
.EEが(X ) に対しては ひ (E ) に ひ ( [EJ ) とする



Prop 4.8

X. Y : Smooth

pwj.var.PEが( X × 4 ) を 核 とする Fourier - 向井 変換

の恋 i が(x ) ont D
'

(Y )

が 与え られ ている とする
、

この とき 図式
、

我が(X ) ts がいい
! f い

搯
K(ぱ(X )に KCX ) its KG ) - K ( 1つてい )

いい ! ! いい
げ (x

,
0 ) tps H

'でい )
4
×→ と

は 可換 となり
、 中気 は R 上 の ベクトル空間 の 間 の

同型 を 与える 、

ここ で 焏 は
,

げ ( x
.
Q ) ts げ ( 4 、 )

U と

p Items 大いに (か .
a ! (p )

で 与え られる
。



××4

帖」 について
」

※ ※

(P) E K (X × Y ) と して
、

喈,
i K (X) is KEY )

4
°

[F] tss 大いに門 の だ (CFD )

と 定める 、 ( f, [下) に E (ーげ [竹* 1刊 )

[ 証明]
K (x) - K (Y) の 可換性 を考える

。

t.t.HN
、 ) - 心 (4 .

K (X ) ch H
'

(x. P )

だ ! a ! だ

K (××4 ) ans げ (がく、 ) Pwj . formate
ひでげ

で可換
.pl

。
t.am

k (がり ーー げ (がく
、 の

ひな(x)
← GRR

たい ! っ ! だ
で可換

、

G.RR 、

KG) et H
'

(と、
Q )

で

の可換性
.



ベクトル 空間 として の 同型 げ (X . Q ) t.HTY.IR ) に ついて
.

( Huybuchts Pwp 5.33 を 参照 )



f
あまり 分かって ない

、

Run

%で は J ホモ。 ジー の 次数 を 保た ない
、

け、 Thm 2.54 で
、 DE

, a
(d ) は A 上 の

live.bw.de
、
だから

、 4で、 n
は

J ホモの ジー の 次数 を 保た ない

Gr 4.9

X と Y が 導来 同値 な 5
.

ECX ) = e (4)

①

( Pwp 4.8) で
、
ひ (P) E 心 ( X × Y

,

R ) より
、

0品 は パ ( X 、
、

げ(Y .
R) の

奇数次 部分 、
偶数次部分 を 保っ

たな

中 ( げ
ど

(い ) c H心 (X)

| 4 ( H" (x) ) c H
"
( x)

①

の に ひ ( P) = dCP)だだい )
4品、

i HTX.IQ ) is HTB )
4( 。 一懼だ?な? '

e (x) こ

、言いに dim HMB ) だから ok
、

口



[ FM 変換 の 例 cf.Huybted.es example は4 J は
d

XXX
① id i が(x) → が(X)

y 、 y
IG (よ) = m ( WS では1 )

( し i X Et △ E × × X )

に IRB ( 2 . 0× ×8 で (制 )
= RA ( い ( d が で 9

'

(利 ) )
いで とき d

= F
,

×× 4

② f : X - Y ※ ※
Uは

Rた = 中 i が (x) → がぐり
x -4

で
、
(F ) = RB ( y JSF )

に C XXY で 、、、

kf : DTY ) - か ( X )に Y : 滑らか で ないといい )



E i が (X) の Spherical Object . × × ×

TE
。熱。𤇾

PE に One (eu )

の焱 : ら (X ) - が ( x)

蕑

R Hom (E .
E ) = 4 Ef dim (X)]{ E @ Wx E E

(Def 255)



X : Smooth pwj.br 、

以下
、

X に対する Hoch sChild Jた。 ジー (ホモだー)

を 定義 する
。

HH (X ) i 2 重 次数 付き 環 を 次の ように 定める i

△ : X Les X × X idiag.nl embdy

に対し
、
アーベル 群

HA
ne (X) に Ext焱 (Good )

と 定め

HH ( X ) に 見 HA ne (X )
と する 、

HH (X) に 次 の ような 積構造 を 与える :ixtu.no?UEHAn.e(x).4EHAk!m(X )

に対し
、 4 を

.

1に

た、、垓
×
( wd

、
どり こ た啖

×
(0就け

、

心球が)

と 思って
、

導来 圏 の 射 として 4 と 合成 さ せ
、

4.4 に 4of EE 焱 (4
,
W!り = HA

www.(X)

と 定義
、



これにより、
HH (X ) に 見 HAue (XI ) は

2重 次数付き 環 となる 。

Def 4
.

0

X : Smooth projection Variety

k 番目 の Hochschule Jホモのジー を 次 で 定義
、

HH
"

(X ) に HA k。 (X ) = Ext※ (

GO.lk
番目 の Hochsdild た。ジー を 次で 定義し

、

HH n (X ) に HA
mdma 、

(X) = Exfff
"

(Oawd
。

各 次数 の Hochschule J ホモ。 ジー の 直和

Hげ (X ) にて HW (X) = RHAk 。 (X )

にて Ext品 (いい )

は
.

HH (X) = 毘 HAne (X) の 次数付き 部分環 となる。

これ を Hochschule J ホモ の ジー 環 と 呼ぶ
、



また 、

各 次数 の Hochschule ホモロジー の 直和

HH t (X) - て HH k ( X) = RH Animal
.
2 (X )

は
、

HHT x) 上 の 次数付き 左 加 群 の 構造 が 入る
。

Thm 4.11

X. Y : Smooth pyeie varieties

X. Y は 互いに 導来 同値 とする 。 (が(x ) = が(とり

この とき
、 2 重次数付き 環 の 同型

.

HH (X ) = HH (Y )

が 得 5 れる
、燎・懟:たき?讝i

だ環

が 得 られ 、
さらに

、

次数付き 加 群 の 同型

HH t ( X ) = HH * (Y )

が存在 する
、



2重な数付き 環
HH (X ) = 毘 HA ne (X)

の k = 0
,
1 3 0 を 考える と

、

RLX ) に 品 HA oe (X ) = 画。 パ (x.ci )

が 得 られる
。

( Canonical ring )
小平 次元 k (X ) を

、

R(X) = 0 ⇒ k (X ) = - s

|
R (X ) も 0 ⇒ n (x) = tr.def RCN ) - 1

で 定める 、

Gr 4.に

X. Y : Smooth projection varieties
,
導来同値

、

このとき
、

R(X) = RG)
、

特に
.

k (X ) = k (Y )



wn 4.13

X i pwj .

Ver
.

2 : X 上 の

amplelimbmdle.IR
に 表 ぽ ( X

、
ご) とおくと

、 X = Pwj ( R)

Kx
、
Ky が 芸 に (ati- ) ample なら

.

( km 4.13 )
、

(Cor 4
.

に ) より

X = Py (RCN ) = Rg (RM ) = 4

Thm 4.14

X i Smooth quasi - pwj.ua 、

この とき
、
ベクトル 空間 の 同型

Hげ (X ) で 思、 H
' (

x.MX?IHHnCx)E?nH9(x.が )

が 存在
。



Gr 4.16

メ、 4 i 導来 同値 な Smooth pwj.ua 、 とすると

に思 ば ( X.MX ) に 思、 H
' (Y.MY )

| なが げ ( x . で ) に 思い H
9 (Y

.ぺ )
.


