
{ t - structure e hearts (復習
"

)

Ref 7. 1.

D : 三角圏

D の 充満部圏DE
と

D が 次 ” 条件 をみたすとま

(D
,D

*
)
はD の t - 構造( t-Stucture)という。

またこのとま 。

DEnDE
'

C- n]{ DI : =DzO
[
-n ]

と 定めるる

(条件 ) 彡 DEO C DE' ,DIC
D

0 が成

1 ⑲ DEI C ( D≤
o

)
“

が成亥

丯 VE E D
,
a exact tr .

E EOE → E = e
πE → E。 EJ[]

( EEOE E DEO
, ECIE ED)

3 さ ぃ 0 1 2 3

DEO 1 D( = (DE)' )
DEに Dnl

1)'cn )

駆と

闕

射がない、



( DE' ,
D) が t - stucture を 与 えるとま、 D の 部分圏

DEo n Dco

を
七

ー 構造の 核 ( theheartof t- stueture ) とよぶ

Fact( GMO 3,ImN . 4 . 4.HTTLD野既)Tm8 、1.9 () )

t - Stmotuve a heert は Akel 圏 の 構造 を 持っ

例

Abel 圏
A

の 導来圏 D : =DA) に 対し

DEO : = { E ED 1
D (E ) = 0

,
: つ 。 }

DzO : = } E ED 1 H
[
E] = 0 ,

i
≤ - 1 }

と 定めると ( DEo ,Do ) は D の t . stucture で、

A ← DNDcO :
E

H ( … TOLEtot . - }

Ref 7
.
6

.

三角 圏 Dの t - StuctureDEOC

D が 有界であるとは、

ロ = x( D
≤ in D; )

が 成をすること
、



Prop

自然 な 包含函手 τ : D
"

→ D を 考 える

このとき 。函手 τ En
: D ← DEn が存在 して

Hom
D
≤n (Y. τ≤n (× 7 ) = Homso (clと ), × )

.

同様に自然な 包舎函手L : D" 。 D に 対い

函手 tyn : D → D
" が 存在 で

HomDn( eyn [ x).Y ) ≈ HomDCX ,2 [ Y) ).

( Proof : たとえば HET CD-群)Pop8 :. t ) .

t - structwre nheere A CD が 与 えられたとま
。

名 し σ 4 に 対 して 吹 の cohowological functor

Hif : D eA
匕 儿

生 → を z : τε 、(E ) []

が 定義 できる ( Hi(E) = π Zi τ≤ : CE) [ :] ]



同7 、 77

(り A : 三角圏 D の 加法部分圏

このとま . A が有界 な t -stmcture sheartτあるcとと
.

次の 2つの 条件 が 成をすることは 同値

(a] U K . 2
k ( 4)

,
UA

,
BEA

.

thomD ( AEKD ,
BCK.J ] = 0

.

(b] 0 FDE E D 日 整数Z りkisks. " skn.

a exact tr.

OF EO → E .
ー … S Eu

.
→ Eu = E1 * マ ↓ 入 マ 1

ー⑩

A , Am

らt . Uj
.

A; et[kj]

(i; ) 三角圏 D が 有界な t stuctureを 持 っとし、

その heart E A とおく
、

このとまっ

KLD) ≡ KlA )
.



lan (同型 を除て )

しい 目

い

条件 しe ) の 下 で 、2 つ 目 ”完全の 列
は

、 一意に
定
まる

。

回OFE E D に 対印。 次 の 2つの 列 が 得られたとする 。

a kl sk . 7 . 7 kn

δ 0 7E , → E → Eu 一 Eい : E

TI ケ L { ケ d

Al Au An

A R A

Svを
.

ACK、] ACke) ACka]

a ki , ki 7 . 7 kim

「

卍 よ一 …… Em 一Em 巨

h ケ d

Ai Ai A'
m

☆ Q A

Sいを
.

ACk.n ACkc) ACk

Step 1 .

k! ≥ kn としr 一般性 を 失わな…

} を EI C E」 なる 最小 の 数とする
。

このとき
、

AIF EI IE; → A; は 非自明 な 射、

カ ↑

ACkig ACkjコ



よって
、 条 [a) より

、

ki≤ kj特 に 、

kj≥ ki≥ k .7 ≥ k; となり

kj a kl = k. 特 に j : 1 . で EI C E 、

K、 ≥ k人 として 同様の 議論で E .CE .: E .= E .1
.

Step 2 .

El まで 同塁 だとする 。 ( bj = kj li ≤; ε e ) )
ltu

番
回 について ket≤ keiを 仮定。

( Ee 4 ) EwC E なる jrez .Uti ≤j )

Eitl w E} が存在 するので 、三圏 の公理 S から
、

El e Eet , . Ala や

ぃ 田 d 昢
Ee . Ej ～ A; →

このとま
。 Aet , s Aj が 存在 i . keei ≤ o;

lev { j
L

仮定 より ke. ≤ ket , ≤ ki ≤ ketl

∴ keel = keti = kj
つまり

、 j : lt1 で 特に 、 Eeti c Eet.

ketl ≥ ket" なので 同村 の 議論 で Eet , = Eet 、
ロ



[ Proof of 問 7.7 [: )]

3] A a 有界 な t - Stuctule の heert とする 。

Claiml .

UK
, 3 k( Ex ) , OA

,
BEA

.

HomD (ACK.
]

,BCKJ] = 0

母

ACK .] ε ACK] = (DEの D
) EK . J= D -

"n

D ≥
- k .

BEK2J E DE
-K

N D
≥ -

K

K . 2 kz より - K . < - k でまた 。 stmctwh の 定義 から

D
≥

≤ ( D ≤oj
.

なので DS
-Ka

C (DE
-ky
÷

: .HomD ( ACK] , BCK23 ] = 0 .

Cleim2
.

OFOE ED . AK . 7 K 2 … 7 kn (Ex]

ヨ O = EO → E . い . ← E. TEUcE

にマ ↓
「

ヘ
7 ↓

扒 い
A An

st . Uj
. Aj ε ACkjコ

回 有界 性 から D = ( D ε
"

n
D
)なので、

EE ED
,

a j ε : [4) st. E ε DE : nD
”

.



このとき
、
次 の 列 が 存在 する !

0 = τεj- 、( E ) →τε ;(E ) →τεt、 E ) →→ε lした ) tモ (た ) = E

父 a d 父 マ ↓ 「

1 マ d

:
B Bjti B:

( 各 Bu は BB = H .
"
LE) E- K] E AE- KJ をみたす )

Al : =Bi , Aa :-Bi, ,Ai-je ,e おけば。

A ,
E AG; ]

.

k . = - ;
9

AL E AS-- 1]
.

ka = -j - 1

ぃ

i ミ

Ac _ -jtc ε AE
-) ki

-jtl
=-

∆

a ! k . 7 ks z . , km ≥0 len より

= E GD
ョ ! ① = 巨 。 → E ( しい →Em た 一意

断
|
: { 1 にA

.

氏 ↓ } ← 同型 を除いて

Am

st.Dj. , Aj EACKj] .

ョ! 0 ≥ Ki 2 k > 、 . ッ km

ゴ
0 : 巨 。 ～ た、 → い → km = ED… { EaDl 笊 Am

}に d

s.
t .tj ,AjE ACkj]

DEND% 。 { EED] ,

Att } ≡ A
.

以下 ( DE∞ ,Do ) がbounded t-stutureであることを示
す



Clorm 2

DE' = DE
'

CD C DE
0

(G DEOC D]

D[ 1] ≤ D ラーt
c D が (G DI C D

3 )

⑪

0 4 E G D
≤

をとると .
定 め 方 から

ョ 0 = Eo → E、
→ い → Eu. → Eu = E

ケマ d にマ d
A, An

ゃ
β

ASK] ACK]

Sit
.
k , 2 ka 2 . 2 kn 已

EC ] を 考える

a . + E:-1[]→ E: [ 1] → …

± Eu
-、 []→ E い[1] = E[]

λ d 5 { * d
Ameliy=' An. An(1] a: Am

A: [D = : Ai
カ カ

λ

ACKit] = : A[ ki ] A[Kn、ti] A[Kn+ 1] = : ACkn]

= ; ACk.]

A : t 0 n とき
. ki= kit 1 7170 : . EE] EDE

0

E E DEO は任意 にとれるのぞ、 DEOCD C DEO . 他 も同様

rem ヨ ! K 、 3 k つ … > kn ≥ 1 毆

ョ ! □ : た。 つた 、 いい ～ km = たD ≤+= { EGO 1 公 氏 d {
Am

St .Aj .Aj E A[Kj] .



a ! ki > ki > n っ kn ≥ rn

DEn
= { EGD 1 ョ ! ① に E。 ー E 、 ー . → Em = 瓦 ]《 ↓ 氏 d

Al Am

st
. θj . AjE ACk;]:

Cleim 2

D π 1
c ( D

≤ o

)
:

⑪ 次 を 思 い 出す

Lom 2i1s

低意 の 完全三E → F S G I ECD n D e M EDに

HomD ( M . E ) . HonD (M .F ) tHome (M

. G ) は完会

( Hon o (G, M) e Home ( F . l s HouD ( E. " ) … 1

こもにより E , G E (DE)
”

ならば、

たよ～ G tないをみた3F GDK てもFED)<

F G D
を
任意にとるF ED: )"をふ 持。

(i) 下 の 長さが 1 のeま

0 ± σ より F E B , E ACli] st
.
0 , l.

に ↓

Bi

OE E DE0
, HomD ( E . F ] = 0 を 示 す

や ) E の 長 さもはのとま
。

O → E より
、 E ≈ A , ε ACk.] st . ki, o l >l .}なで

に ×

A,

しつ 目 の 仮定より、 HomD (E , F ) = 0
.



(イ) たの 長さ ≥ のま世

M まで OK として mel のときっ

Em 一 E . Ame . it.trii

seAmeyG ACkme、 ),kns kme. ≥ 0 .

会

Homa
(
Ame,F ) + HomD( E. F ) 」 HomD ( Em ,

F )

が 客全 で( 2)よりHomD( Amy, F )= 0 .仮定より、 Homo (Em
.

F ) = 0
.

: .HomD ( E , F) = 0
.

、 (P1 (イ) より F EDEof
.

(i;) F の 長 さ N 20 の eま

n まで ok と 仮定 して m" のとま

廾

Fm → 8 → Batt → dist
.
tri

.

se
. Bae E AC lnei] ,

0 zlnt.

仮定 より Fm ε LDEo), Li ) tり Bue ε (D≤o)
"

ぃ F E D ≤ 0 f

以 上 により D
" c

( D ≤
o ) ..



Rem

より 強 く D
=
( D ≤

):

θ DEOT C D 1 を 示す

最 F E DE” は

VE G D
← ,

tHomD (E , F ] = 0 をみたす

もし 、 F ¢D ≥ なら

日 K . 2 ke 2 … , ki ≥os kie . >、 "
s

kn

St.Foco ーよ . 一 → F : → Fit. → n. e Fn = F

ケ C 凸 ∠ に d
B Bi B、 Ba

β
β や

fCk.] ACk:コ ACkie、] Ackans

このとき E ε DEecrFiを rzと( FiIF - Covels → )

Hom( F :. Fi ) - Hom( Fi. FJe tHom [Fi
.
Cone (cr ) exact

山 ∆

id → 2

hom (Fi .F) t 0 となり 顔 : . F E
D 1

口



Claim 3

VE E D
,

A E TE - G * in
i

S.t .
F EDE G E

D

θ 仮定 より 、ヨ : K 77 kn ( εO )

日 : θ= Eo t E. 一 … E : → Eit. 一 - t Em. → Eu = E

にマイ * ! 「 d T d

A , Ai Aiti Am

刀
β 内 β

5
. t
.

ACki3 A[K:] AEKiti] ACk
、}

場合分 け

(い ) K , ≥ k , ≥ , k :≥ 07 kit,7 u - 2 kn

(i ∵ ) 0 ≥ K 3 つ kn

(ii: ) K. 7 k7 . … s ku ≥ 0

(;) のとま F E :とおくと、

F S E t Cone (2 ) 世

sot
.
f G D

≤ o

,
CGne[ u ) = : G ED )= D

"

心

↑

Claimz を 同 じ 手法

(il) のとき E 2 G
.
f = 0

.

(i; ) のとき E F F
,
G = 0

. 迫



Clein 4

(DE, D
) は 有界な - stucture .

⑭

D = x ( D ≤
"

～
D; ) を示

3] は OK

[C] についと 、

O E ED
.

aK, KnE で

らt
.

E E D
≤ - km

つ D
≥ - Ki

ここで 、K 1, knExは 、 条件 によりたに対 して 存在 する整数列
K

1 つ . … 3 km の 中 で 最下 のものと 最小 のものであり
、

であり Cleiw I n Rem から

ョ : K . 7 k . z . skm ≥ kn

DE
- k^= ( EGO 1 ョ ! □= 瓦 。 →正 い → Em = E }に ↓ 氏 d

A, Am

s、
t .tj .Aj E ACkj] .

>,
ー人 、 K、 3

日k

、> 、 n . 7kn

ヨ! □ に E。 った ( いい
τ Em とこ

D
= (ED 1

Al Am
}に ↓ 氏 ↓

st
. ti . Aj E .tCkj] .



[ Proof of 7
,
7 [[:)]

I : K (D )→ K (f )

コー 歳ぐリ: [ a4g: (E ) ]

と 定める 。

⑥ 2 は well- defined
.

[E] : [ E] ε K ( D)ならti ,Hi( E) -Hi[ F).
: .Ψ(=]) L[[E]!!

② 2 は 群 準同型
D a dist. ない

E → F →
G世 E [1 ]があれば、

4a
"
lyがcohomologial functor なので、

- " →Hiii( E )→2Ht(F ) ,2Hi (G )
→ 3 ii "(E ) +2Ht "(F ) →aHit "(G ) …

は
A

での exact $9 .



まっさ
、

ひI (水 = 臨 (- )
" [ Hii ( F)]

= Ʃ C-)
: { みで CE )] + [ Hi [G ]] }

= U ( [E]) t 政 [ [).

③ 政 は 全単射 で
、
逆写像も 詳群準同感

φ : KlA ) → KLD )
山

域 ー IE]

とおく . φ は明 らかに 準同型
。

VIo φ = id , φ2 - id をふすためには K (β) で

[E] = ( -)"
[ Hi( ε)]をふせばよい

() E ε DE
"

n Dzm の 生 ま、

このとま E =H (E) Em] なので

[E] = [Hi (E)Em] = [)
[

Hi( Ei}e なりok、

(一般に 、 X + X = 01 ×[) が ist なので、 )
[X] = - [ × [ 1] ]



( い; ) 一 般 の E ε D について
、

A は bon ded t - stmcture なので D = 品 (DNDe
' )

M an r して E E DEmn Dzn とする
。

n を 固定して。 m に 帰 する 帰新法 で 示 す
。

n = m のとまは (i) と 同 じなので MIN とする
。

さと
、
m - 1まで 主張 が 正 しいとする

。

τ Em-1 [) → E つ ccm [ ) や

( τ Em-IE )
EDEm "nD "

,τmE ) =
D

. D*
m

)

なる ↓氏ならがあり。 τ≤m-、 EC) については 仮定 より
、

[ccm-、 [) ] = 前
い

"[Hte εm、 CE]]

= 心 (-)
" [Hi [E1]∠

にい

C 22 m(E ) についても (;) より

[τ ,m (E1
]

= [ -ym
[

Hi”
(

E1]

: . [E ] = {esm- 、[ E ) ] [ rpm (E 1]
= "

-い

'[Hi(E ) ] ←( - .ym {Hi (ED

← しい"
[
Hi( E1]

曰


