
§ 5.6 普遍 層 による 導 来 同値
ーー

X i Connected Smooth Projectve Variety

M に Mw (い) : Giese ker 安定属 の モジュライ 空間
。

このとき
、

X × M 上 に 普遍 層

E E G h ( X × M )

が 存在
。

E は
。

名 は ニ [ E ] E M に対して
.

9 y = El 、、 、、 、 、 、
こ E

.

をみたす
。

( と る が る に対応 する X 上 の 連接層 を 与える)



Thm 5.33

先程の 状況 で
、
次 の 2条件 を 仮定 する :

(i) M は
.

dim M = dim X

と なる Smooth ProjectWe Variety| 妙 mm EM 代 の もの

、
IR Hour ( Em

,
Em ) = 0

.

この とき
、

Fowler - Mukai 山手
E

中
、、、、、、 、、

i が (M ) → が(X)

は thy - felthを 1
.

さらに
.

と
る E M

、 En ④ Wx 三 Ey

と
なら ば

、 中、→ × は 三角 圏 として の 圏 同値 を 与える
。



E

Ran
t.MX X

や (利※ がT
x

・

M

が (下) = R 大 × * ( EST 下)
M」 X

で あり 、
中 に 中 息

×
は

一
石 随伴 、 左 随伴 を 持っ

、

かた が
em .

ど = どがた ! wx [ dim XJ
.

E| が にが、 、、、、
、

ど = ど がた! wm (dimMJ
,

これら に は
、

自然 変換

| そ こ か 。 中 」 id

E i i d - が 。 f

が存在



km 5
.34

X i Smooth ProjectWe Variety of dim X =

d.EEが (X )
.

HomYE
,

On ) = O が
、「 任意 の こ E を

、
っしも っし。

.

で 成立 し
、

さらに
、

I 4 [ 0
,
d ]

、
っし こ )し 。 でも 成立する なら

.

E は
. Sum (E ) = 爪」

、

なる 連接 層
。

E !
'
= Hai (みと刓かい ) 、 a)

⇒ Hat
'

( El x.si 、
On )

より っし も っし。 なら V9 EZ
,
で 9

(E 1
×いい ) = 0

i. El
×ヽs

= 0
. 1 10 が Spainint

class )
従 」

て
、

すべて の コホも 。 ジー 層 が (E) は
.

Spp げ ( E) = { x 。 3

をみたす 。



Ei ' = Han (が (El
.

0
。 ) ⇒ Hi (E .0」

より
、

みを E) も 0 ⇒ E! も 0
.

また
、
Terre da Key により

Hull が (E). On )

三 Hom (だ(E)
,
On 。

④ W × [ dim 灯 )

ミ Han ( On
、
み
→
(E) Y も 0

.

なので、
E ! ' も 0

.

9 、 i = min { 9 E を I みそた) も 。 }そこで { q に May { 9 EZ 1 で (E) も 03

とおくと 、

スペクトル 系列 が E
,

E! と 項 で 退化 するため、

0
.
9 、

0 も E
'

= E 3 三 い、 E Eが ( Hai (E.at)
0 も Eが 三 Eが 三 しい 三 E哲 ( Hunt

'

とた別



i. 9 3 0
.{ d 792 t d

.

9 、 E 9 、 なので
,

0 E 9 、 E 9、 EO こ、 9、 = 9 2 = 0
.

こ、 E は
. 1羽 に Support を持っ 0 次元の 連接屠

口



( Proof of Then 5.33 )

Steps 1
V
は E M

.

そ ( On ) : か 。 2 ( Ch ) -~O 。

①

中 ( On ) = RE x . ( ES 「 Ch )
= Ez

で あり 任意 の z E M に対して
、

Hai
、、、、
(か 。 中 (0.1.0z ) = Hour! ( 中 (0.1.2 ( Oz り

= Hour i ( G
,
Ez )

仮定
「
しる

、 名 EM
,
る

、 もる e ⇒ IRHour ( En
,
En ) = 0 」

より
、

"

z も は
"

or

"

z = る かっ i 4 [ 0, dim MJ
"

の とき
.

Hour Y ( En , E z ) = 0
.

たて
、 (w 5.34) より

. Supp (か。 中 ( Or )) = は?
や

Ch(M)
、



よて
、
射 そ (Or ) i も 。 中(Or ) - Ch は 全 射

.

7(0"

y _ o
.

i
. 0 → G → 。 中 ( Ch) → Lex )

i、
一 ①

ker (そ (Oo;)
(例 3、 いい)

主張 を 得る ため に
、

G = 0 を 示す d

EL = 1 0。 l る は M の 閉点 3 は が( M) の 閉 点

よて
、 Hour ( G

.
Org ) = 0 を 見れば よい

や )R が D の スパン が 類 である と は

〈MT = TR 〉 = 0 を みたす こと
.

① に Hour ( ー
、
0
。 ) を 施して

.

Ext !、 ( On On ) - Ext
、
では。 中 (On )

.

0
。 )

が 単射 である こと を 示す



| Ext i ( 0は 、
h ) = た M

Ext i (か 。 る (0.1.0りこ Ext仙 ( な
.
幻

(Exti. (OM ) TM is End ( 5.4.1

が 単射 を 亨周 べ る こと に なる
.

O → Org → h → 0
. → o

.

M × X に

引き戻して ④ E

uns o → G → E |
が × ×

→ Err → O
.

この 対応 は 単射
。
( kod.im - Spencer 写像 )

、

( km 5.25 も 参照 )

よ
、て

、

G = ker ( そ ( Oro ) ) = o

い そ し0.li が中 (Oro ) -0る

は 同型
口



Stop 2

函 手 の は 充 満 忠 実
①

len 3
.

5 (ii) した の も の ) より
、

UF E げ(X )
、

E (F ) i Fit が 。 中に)

を 示す
、

Ren - Len 3 .
5 (ツ

函 手 i C - D が 右 随伴 が を 持つ とき
、

「

中 が 充満 忠実 で ある 」 ことと
、

「
E i ide → が。 中 が 同型 で ある 」 ことは 同値

(が も 同様)

exacttri.cn '
- F - IR 。 中( E)

を とり.IR Hour ( On - ) を 施すと
、



exact.tri.IRHome
、
G
'

) → RHorn ( On F)
"

IR Hour (0の か。 る はり
( 5 . 20)

を 得る

かや が の 随伴 性 から
.

RHorn ( On が 。 中 (F) )

E IR Hoon ( (0.1.0 (FI )

= IR Hour (か。 中 ( Ch )
.
F)

Steps
_
⑦ R Hour ( h

,

F)
の油(0. 1
E O。

よ」 て
、 (5 .

20) の E (F) o は 同型 な ので

とる EM
、

IRHorn ( Uns
,
G
'

) = 0
.

2 = 1 0。 l る は M の 閉 点 } は framing Class

こ、 G
'
= O

.

で E ( F) は 同型

こ、 中 は 充 満 忠 実
は( thy - Either l )



Steps

さらに
、

Ey ④ Wx 三 Er

が すべて の る EM で 成り立っ なら は 圏同値
.

○と

( Thru 3
.
18) を 用いる .

Thin 3 . 18

と i 非 自明 な 三角 園

D i 直 既約 な 三角 圏

R i C の スパ ニング 類

「
U
w ER

,
Rose (W) E SD 。 I (W)

」

が 成り立つ とき
、

中 は 三角 圏 の 同値 を 与える
、



中 ( Sがじり ( Ch ) ) 三 中 ( O。 ④ WM [dim MJ )

は ④ WME 0は
一〇三 中 ( O。

[ dim MJ )

三 G [ dim M ]
⑦ Stalk を とると、

( にしる ) めんど弘。w.is
た にしか

三 Ey ④ W
x [ dim ×]

三 %と刈 ( En )
= Sea 、 ( 2 (Oo;)

よて
、

中 。 Sが(M ) (On ) 三 品とパ 中 ( Org )

が すべて の Ch ED で 成り立つ ので
、
中 は 同値

ロ



Ren ( アーベル 多様体
、

[ Mule 81 ) の 結果 )
A : アーベル 多様体

、

A = RE ( A ) i 双対 アーベル 多様体
.

( A := H
' (ANA )/げ (AM )

.

P ifinemodulisp.RO (A ) に 付随 した

普遍 東 ( ポアンカレ 束 )

• の E RE ( A) に対し
、 P 1 は 3 xA

= 2 の

ここ で 2人 は メ に 対応 する にne bdl
、|

・ e EA を 加法の 雲 元 として PIAと 3 三 0で

Thm 2.54 ( Monk
'

81 )

Former - Mukai 函手
P

忠 → 。
i が (A) 一 が (A )

は 三角 圏 の 同値 を 与える
。



い、 (Thin 5.33 ) を 用いる
.

dim A = dim A
,

WA 三 OA より

同型 で ない Li
,
La E RE( A ) に対して

、

IRHour ( Li
,
La ) = 0

が 示せれば よい
、

これは
、

「 U
L E RE ( A) 、 と OA 3

,

i E で

Hと A .
L) = 0

.

」

と 同値
、

これ は 、

[ Muni for d Abd!an Variety Ch
.

2 § 8
.

(vii)]
など に ある

。
( Abelianv.netie 」 の 勉強 に ト 参照 )

ロ



Th 5.35

X
,
Y i Smooth Projectve Variety

.

Founder - Mukai 函手

の i が (X ) → ぱ じり

を 考える
。

この とき
一
次 が 成立 、

(i) 中 が たHY - faithful で ある ことと

U
か、

,

ス と E X
,

Hai ( きし い
、
中 ( じい ) = ド (なぶ )に o

°

しかも に または
'

La Co . dinD
.

が 成り立つ こと は 同値
、

(ii) 中 が たHY - faith た 1 と する
.

この とき
。

由 が 圏 同値 で ある ことと

し
っ( EX

,
I (d) ☒ W と 二 中 (On )

が 成り立つ こと は 同値
.



①

(i) さ が thy - Either l なら
.

Hourとも し0 っい )
.

( OH )

ミ Hai ( On
.

On ) = ド (
がた が )i = 0

0

(
みしも か または

i も [0.dim×] )
逆 向き について

、

• R の 核 が Y 上 平坦 な とき は
、

( Thin 5.33 ) と まったく 同様
、

• 中 の 杉人 が Y 上 平坦 で ない とき
、

Ext i (One ) - Ext! (がやし0.1.0」)

の 単射 性 は すぐ に 分から ない
、

あと で 示す
、



(ii) 中 が 同値 なら
、
Clan4. 1 ) より dim X = dim Y

、

この とき
、

中 。 Sがい (On )
Or

COX

=
0 の

= I ( a ④ W
× [dim X ] )

ヽ
中 ( 0 x ) [ dim YJ

Sea , OR ( On )

三 中 ( On ) ④ Wy [ dim Y ]

で
、
(問 3.7 (i) ) より

、

中 が 同値 なら
、

中 。 S
.が 三 S唎

・ 中

こ、 中 (a) ④ CNY 三 中 ( 0か)
。

逆 向き について 、

( dim X = dim Y なら Thm 3.18 )

E E が(X )
、

つく E X
、

i EZ に対し
、

Hi ( 0 か、 か(E) ) ミ Hit
dimと - dimX

(a ,かにり
れ

( Thr 3 . 18 と 同じ )
.



R = { Ch 1 a EX } は スパン ング 類 なので、

が (E) E 0 ⇒ や(E)

お て
、 ( Bop 3

.
M ) より の は 圏 同値

.

..

km . Pwpマツ

と i 非 自明 な 三角 圏
.

D : 直 既約 な 三角 圏

E E D に 文寸 し
、

「 が(E) 二 o ⇒ が (E ) = o 」

が 成り立つ とき
、
中 は 三角 圏 の 圏同値

、



[ Thin 5.35 (i) E が Y 上 平坦 で ない とき ]

( 問い い ) より

Q :二 R た
xxxx (4 だ ES 4核×

ど )

E 4
と おくと 、 中心と

。 中
、 → ×

ニ 中?
×

X ×Y × X

L 」 ゝ

どく
×××

4 × ×
Hai (きた (0.. 1.0.1f Hi (a.at

x

' t "'
×と は i ¢ [ o. aux) で 。

|
t

の冬
×
(0 が 名 か EX で 属 になる こと から

、

Q は X 上 平坦 な 属 ( [ BridgeHis (em幻 )
( Haybedes Com3

、

3 1 ) )

さらに
、

した X = 1 球呦 ( Q
,

Q ) → Ext
、※瞼 (a).帳側

は 小平 ・ スペンサー 写像
。



km ( Bridge (and ' 99 km 5
.
2 )

X i Projectne Variety 化

Q こ つ し E X に 台 を 持っ X 上 の 層
.

とする .

H.mx ( Q , Ch) = C

が 成り立っ なら
.

Q は X の 0次元 閉 部分 スキーム の

構造 属
① Short け

59.io
_、 p → Q I a → o (ext

が 存在
.

ここ で 全射 で ない 層 の 間 の射
.

f : 0 ×
→ Q

0 Rio
を 考える

. で

全射 で ない → J : 0× → E st
、
f = ij 、

方針 ( か っ
.

dim パ ( X . RI < dim H
°

(X
,
Q )

だから
、

金射 に なる f
'

i d 」 Q も 存在する
)



f : 0× 」 Q こ 全射 でない にっいて
.

I
0 × IQ → Color (f) → o

.

\,
2 4Th
a

Color (f ) の 普遍性 から
.

h of = o

と なる 0 で ない 射 h : Q → Q が 存在
。

仮定 H.mx ( Q .
d ) = E より

、

h は g の 定数倍
。

( 0 - R - Q I A
.
→ o → )

i. f 。 f = c ( hof ) = 0
.

⑥ に Hour ( Ux
、

一 ) を 施して
、
次 の exact 59 .

を得る

.io
g 。

O - Hour (0 x
,

R ) → Hour (U
.

Q ) → Hour (9.0.1

Of ray gf



r
d

Je t」 〉

R t
Q
I On

soonHour (0 x
,

R ) Hour ( ch
,

Q ) → Hold
.

A
. 1

Of ray

°

Sof

S of = 0 より
、
f E ker ( t ) = Im ( Co )

こ、 ヨ j E Hoon (0x
.
E ) st

、
f こ し り

一方
、
I

、
R の 台 は いら で

.

dim
e
パ ( X . R ) = x ( R ) < x(Q) = dim

、
ぽ(X

.
Q)

ゆえ に
、

全射 で ある よう な 射

f
'

i 0
×
→ Q

が存在する
口

( o - Iz → 0
×
- Qi)



km ( Bride land
'

99 km 5
.
3 )

✗ i Project ive Variety /e .

S : Variety ( Projectve とは 限らない)

Q を
、 S 上 平坦 な S × X 上 の 層 であって

、

各 SE S について
、

Qs が X の 0次元 閉部分スキーム
の 構造 届 で ある ような もの とする

また 、

V
t.S.ES

,

Qa = Qe ⇒ E - E

を 仮定する
。

この とき
、

Q に関する 小平 - スペンサー 写像

(TS こ) Ext
、鉛 ( A

,
O
s ) → Ext

'

唎 (R . .
Qa)

が 単射 になる よう な SE S が 存在する
。



①
S を Affine と 仮定 して よい

、

S E S を 固定
、

大 : S × X → S を 射影 とする
」

Safe - Change than ( HartShore Ch . 3 Than 12
.
11 ) より

パ ( S × X , Q ) - ぱ (X
,
A )

は 全射
、

なので
、

S i 4.x - Q にげ(SH .
Q ) )

であって
、

利 × X C S× X への 制限

gs i 0 × → Qs

が 全射 に なる もの が存在
、

S の ある Open Subset に制限 して 考える こと で
、

はじめ から S が 全射 と して よい
、

この とき
、

Q は S ×X の 閉 部分 スキーム の

構造届 と みなせる 、

( gi 0.x x → Q =

"雀 )
.



この とき
、

反 変函手

みぱ
×

i Na ) - (sets )
4

UStes み峻 (S)

I

み峐 ( = { z c × × s |
Z : ×× S の Closed SubScheme

z an X xs

た〉
s
/ R i 大 は Hat |

E = IR の HiBert 多項式 }
( Rfm) = X (Ozs ④ 0× Cm) ) )

を 考える と
、
北吟 を 表現 する スキーム Hiパ (X )

が 存在 する
、

E を Hiば凶 × X 上 の 普遍 層 と する
.

この とき
、

ヨ f : S - Hiは (X)
st

、 Q = ( f × 1げ E
。

目的 の 小平 スペンサー 写像 は
.

T S is To ,
Hiばぐり → Ext ( E to, . E抑)
-



TS
"

To ,
Hiばぐり → Ext ( E to, . と抑)
-

仮定 より
、

f : S - Hiは (Y ) は 単射
.

S
'

: f による S の スキーム 言金的 イ象 とする
.

① 上 ( 標数 0 の 体 上 ) で 考え ている ので
、

[ Hart sh.me Ch . 3 (for N .叨 より

S
.
S
'

i 非特異
f
'

i S - S は 滑らか
.

と して よい .

f は 単射 で
、

f
'

の 相対 次元 O なので、

Ts (f) は すべて の s E S で 単射

T.es, Hiパ (Y ) → Ext
'

( Etc, .
Gas )

の 単射 性 は
、 Ce の Universality から 従う

口



[ 単 射 性 の 証明)
SES.SC X について

、

Qs に 中内 (A) ) は とり に 台 を 持っ 唇 なので
」

f : s 1- Qs

は 単射
、 お て

、
T (t ) は 単射

。

よって
、
先程 の 2 つ の km から

.
小平 スペンサー 写像 は 単射

D


