
{ 11. 3 安定性条件 の 空間

D : 三角圏

Slice(D ] : D のスライスのなす 集合
｡ とする

｡

P . Q GSlice(D )に対 d (P.a ) ε[o . を

d (P.R ) :=supe
εw
{ 1 か( E)- E1 ).1-頃い }

と定める
｡

d ( P. Q) は 距離の 公理をみたしSlice( D)は 位相空間となる｡

( ただし dCPQ) : ∞ もあり得 る )､

7 : 有限 生成 自由 Abel

FR = PDLRA lavG I-U

郡準同型 d : KCD) → P を 固定 する
｡

Z : KCD ) や p E G

と 分解 するものと 解釈
｡

K[D) Ʃ ¢

ai}
o

ẑ

P



befll . (Konesevich .{oikerment

分集合

1
Stabr (DJ c Houz ( riel t sliceCD )

を
､

安定性条件 の 組 (E
,
P) で 次の 台条件 ( support propery )

をみたすもの ､ とする ､

sup { HIEN/ OFE E urPC4)J C ∞

Remllに
.

PKが 有限次E｡ ペのトル 空間なので､

台雑 は PRのい wr のとり 方 に 依 らない

Rw (回 い
､
15 )

台条件 により ､PC 4 ) はfinite length abelien Cat . になる
｡

ここで ､

Abel 圏 A が fivite length

G Artin & Noether

G objet の 包含 の 上昇 な列 や 下降列 が止 まる
｡

手 DE E Ob (f )
,
Sord- Holder tiltration が EFa :

O = Eo CEL C . C En = E

sut
.

巨:/E:. は simple .



lunllelb
.

安定性条件(
Z ,P ) が 台条件 を中たすとと

P ± の 2次形式 Q であって ､ 次 の条件 をみたすものが 存在することは 同値

(;) UDGIR
,
AEE PC 4) ,

Q(A(E)) ≥ 0 .

(i) RI ker (e は 負定値
､

田 (Z, P) が 台をみたちと仮定､すると､

日 C 70 St . OFQE EPC4) .HACEL SC . LZCEJ 1
.

P ょの 22形式 Q を
.

Q[V) = C . 1R(U - lvlk

と 定める
､

Z[E)
ぃ

仏

()Q (U ( E)): C . LR [UEI ]R - HILEill ≥ 0
.

(i)√ E kerzneま.

Q (v) = - llvl = ( î *
;w
) ( ^ ､_ ､) (荒 )

逆に 条件 (い (い) を 中たす P ± の Q が 存在したとする

P よの 非負 2次形式 - 1 Zw)R は ､
ー QEU) ≤ 0 となる 領域 で 正定息

R における 単位球 の ｣ ンパクト性 から

ClZcuQ[v)

は 正定値､



V = CICE) EP に対 し C “ L に(CE) ) -Q ( ICE1) ≥ ッ

ー

: . CIECE )
≥

T Q (() =: IlC ( ( Eill
.

δ

TMll:7

忘却写像

SabplD ) → Hom
, (DG) (い. い )

4

(Z
, P ) い 起

は
､局所同相写像

特に ､Sabp(D )には､Homz( PC ) の標準的 な複素構造に

関 して
. (1. 3 ) が近見則写像 になるな 複素構造 が 一意的 に定まる

｡

② ( Homz (D.C) と Gre (
)

)

単射性 (Brid . Lanb . 4)

しい3 ) が 局所的 に単射 であることを示す

ev
,

θ
σ = ( Z, P) , θτ= ( E. Q) ε Stebp [D)

.

d ( P
.
R) C 1 ⇒ P = Q

.

をふす

Pt R として 考顔 を 導 く
､

このさま ｡

ヨ 4 E D
,

E E E PC 4 ) st
.
E ¢ Q(e)

( E (E) ε IR. eirけとなている )



( i ) E ε Q(, ψ) = { Q(0) 1 θ E [4 , 0 } }ex n場 ､

d ( P
.
a ) C よりE ER ( C φ, 4 t 1 ) )

_ 方
E

4 Q ( Ψ )なので､ こもは

E (E) ε IR 20 .eiaoに

よて､
E

¢ Q ( ≥ 4 )､

(:) E ε Q (≤ 4 ) = { QLo) I 0 ε (-∞, 4 ] } ex の 場､

(;) と 同様 に Z (E ] ε LR0. eia
ψ と

顔 する｡

よて E 4 R ( ≤ 4 )
.

(i:") E ε ∞ ( (Ψ -
1 , ψt1 ) )の 場合でかったが拡大で定されてる場合

A S E 4 B → ACロ dist
.

tri
.

でOFA E Q (( 4 . Ψ t)) . OFBEQ ( CQ-1 ｣ , 4J ]

となるものがとれる
､

d (P
,
θ ) < 1 より A E P ( CQ-, 4 ± 2 )) だが

さらにもし ､ A E PCC φ-1, 4コ } なら

A E P ( (φ - , 45 ) かつ A E Q ( (4
,
φ t 1 )) となり

､

σ と τ が 同 じ ② を 特 つことに 高自

( P での dangZ (A) と θ での 元 agZ(A) が 一致 しない )

よって
､
42 4 4 C E P ( 4) および

Otf : C → A が存



具体的には ､4 p(A )=4 といて､ 以下 の 合成 を考えればよい

ょ
ー→～

0 e A ,
→ - … → Am = A{

に δ ケ ↓

よ《 Fm

[4)

このとま
｡

各成 C I A L E は

C E P (4) か5 E E P ( Ψ )
,

④ , ψ ) へ “ 射 なので

ステイスの 釡件 がら 0射

c
ョ/
s dt ペ

BEGJ - A 一 E

Hoan LC , BG15) → Hom (C
,
A) が 全なので､

CT A は Ce BE1 A と 分する｡

-方 .BEJ E P<4 )なので､ C から BE] への O でない 射 は

存在 しなはずである｡これは矛盾､

以 上 により E ε Q (4 )
.

: P = Q
.

曰



全射性 ( Brid. ' o7 dection7 )

長 くなるので ､ 必要 な 補題は 成 り 立 っと 認 めて使 う ｡

Claim L .

σ = (E
, P) ε {tubp (D)とする｡ このとき

､

ヨ C 20 -t
. OW EHORL

G
), OEE PCODLE3

.

飛距人上≤ c .|飛E)いM 1
Eロより

回 ( Z. P ) の 台条件かがら 11d[)1120

aC 20 st
. Ud (E ) IH ≤ CIRCE ) ( t ≤C批 )

: .LELE ) .WCEI≤C.ICLEL
た

' . | RCE ) - ULK

:

場
い日(E-LEJL

≤ C
.四(
ECE)_-WE) )

: . |π
四上一
,､ .

田



σ = ( E , P) ε Stabp (D ) を 一 つ 固定 する

A G HomG (P . C )
に

対し ､ 次 のように

operator norm I Allop r - cemi norm 11 All 0 を 定 める ｡

. IAllop
"｡VE π uIAiul=m lAcusl Eco.

11v 1に 1{
. 11Ala:-er.飛

｣し
ε Co, 00]

w

seable

ClcimI )により､

IE - U 1 . ≤ C .l 1 Z - ll
op C B

W は 任装 にともしたので ､iれは1 - lhr が norm になることを 永 している
｡

Cleim z

OCDEC 8
,
FVzC HorCPEs : open whd

, of z
.

已

S .t . O W EUE
,

O φ EIR
,
DE EPC4)

.

輸
してが ( 'Is siuaE

､
ー (*)



⑪

O S E C S' m ( a ε ) をる
.

U

i = { WE HOm, CRE ) I IHE - WMIH E EY

とすれば , ひはこの (Euclid位相で ) 開近傍 となる
｡

こ ｡ とき ｡任意 の W EO について

sup
臥比" = VE - kullo c E

'

s sin LaE)

E : 楽 . { . □

Rewn

(*) の 意 味 : ⑭
ハ て]い

simπ
E

δ
ァ
IOWE) 1 R (E ｣ 一化した｣ |

v､政
別

πE

岡 のように (*) は

"

Z . * が 十分近くにある
“

ことを 言 っている
｡



Ref ( Brid .

Pet 7
.
c )

D の thin subcategorm eは

a,bEIR E OC b - ac 1 - 2 E et た}実数としたとき｡

P ( ( a ,b) ) c D とう 形 で 表せる充満部分 sic を表

W t O C Homz [RE ) eする (O は laimcの opermbd. ofe )

Clain (2 ) により subcat . の対象 E εPCla.b) 》にして

arg XW (E) ε ( a . -
E
,bta ) がただしっ定まる

｡ そこで

Thin smbcat
.
の 対象 E ε P ((a , b ) ) が 任意の ist r.

A I E T B → ACロ ( A,BEPCla.b)) )

に 対して ontW ( A ) ≤ ang W (E) が 成り 立っとま
｡

E を 1M- 半安定 と 呼 ぶことにする ｡

以た (Of) E E PlLa,b》 に対して
｡

{ φ (E) : = ☆ ang Z (E ) G (a, b)

Ψ (E) に G 8WLE) ε Ca- E
.

b+ε)

と表 す
､ こ ” イー外 では 以下中 E )は出 てこないけど …､ )



Ref (Brid
. ret7 .4)

A = Plla, b 1 ) r D の thm subateon とする

at ε ≤ ψ (E) ≤ b - ε となるとま ① # E ε A は

A によって 包 まれる ( enveloped y A ) e.s .

( Brid. Lam
7.5 ) .

E ED が thin subat
.
B
,
とによて 包 まれているとする

らのとき
､

B において E が W 一半安定 であることと ｡

とにおいてたが W - 半安定であることとは同

各 4 E 1R に 対に
,

atE C 4 S b - E かっ

O Cb - a c - aE e なる a
.
b β 選 び

部分圏 Q(4 ) CD E
.

Q [4 ) : = { E ε PC165 ｣ ) IE は W .半定 で 4 [E) = 430203
:

と 定める
｡

lem7( ( 5 )) により Q( 4)は a . b のと )方 に 像 るない､

(以下 ｡
Q = { Q(413 4aR が Dのスライスを 与 えることを 証明する )

!



lem ( Brid , lean76)

4.
7 4. ( ER),

E
EQ ( 4.). FER(2) なるば

HomD ( E , F ) = 0 .

( lω n . z と 同 ょうな 証明 )

lem ( Brid .
lem7 .n )

A : = P ( (ab 7 ) C D a . 有限の長さを持つ thin subotego ?とする

このとき
｡ ① #] θ E ε P ( Latz ε , b . 4ε) ) は

HN . -Liltration を持つ
､

特に
､

O = Eo C E . C - C Ek = E としたとま｡

名 Fi = 巨Eいは A において -半定で､

かつ A によって 包 まれている
｡

これらの lem により
､

Q = { Q(4) 34r が dCP,& ) CEを t たす Dのスラスを与

τ :(W ,Q ) εStebp( D )となることが言える

以上 によりStabr( D) → Home( P . ¢ ) は 局所的に全射
｡

d ( P
,
R) ε E によりこれは 開写像 とな! よって特 に局同相写像

､

ロ
Stebp ( D ) Homelr. e ｣

W 匕

U. = tp ×Oz → Vz



Refll .18

X : Emooth proj . alg , Var .

Ch : KCX ) .HX, R } ととし｡

( Pid) : = ( Fu .(ch
) ,ch ) ととる ｡ このときっ

Seeb (× ] : = Stabp (Db[x)]
.

とおま Seeb (x) をメよの 安定性条件の 空間 (seeS skbiieywndit'ons)

と 呼 ぶ ､

σ ε Stab(* ) ε × ょの安定性条件 と 呼
ぶ

次 に ､{tabp( D )へ n 2種類 の自然 な 作用 を 導入する
､



GLzCLR. 作用

GLで (R) : = { AE Ga ( iR) I de+ (A ) . 0 } C GzCIR )

を考 える
｡

A = (2 気 ) ε GLi CIR) に対し ､ A のQR分解 を 用いて

次 のように θAE 2を 定 める｡

A = QR
.

-SMπθ A

Q ニ 感 ( : : ) == ( 感筑 osaon )

1
R = 感 (活

“ 災踏 )

この 表示 により GLt (lR ) : Ikx )なので､ π ､(GLCURJ ) = で

GL+(R) の 普通被覆 GE える ｡(区束)

関数 θ : GLICIR ) →1x を固 いて
儿

A → 唱

GL= { ( A, φ ) ε GLで URJ × IRI =θ A +2 n() }

と表 せる ( 1R = 5 ～ 5 つため )

sT . ir
>

Q 步



同 11
.
19

GLCIR
)

は ( A , t) ε GLECLR) × Map CIR, IR] であって
､

1
⑲ f : IR e 1R は 単調増加 関数子 で

ULε LR, S (xti ) =fst 1

⑯ 同一視 S= 1E=( Ik
､《0)3 )(Ro によて

te A が $ に 誘導 する 写像 は 等 しい
｡

をみたすものの 集合 である
｡

母

条件 をけたす ( A
.
f) ∞ 集合 を E と表す

pr . : E → GLe Clk ) の fiber pri
'
(A) を EA と表す

山

(Af) H A

このとき
､ EA ≈ 2.

実際､
.

1い 目 の 条件 により
､

5 は

条件によりf は f (o)によって 決まる
｡ 1 〈 (o . 1 )どの振舞 いで決まる

2つ 目 の 条件 により
､ よ .

θ fco)①

IR や IR
カ [o , 1 ) どの 振る 爵しが決まる

｡

↓ θ ↓

oo ⑤πon

岡式 から, [ f[ 0 > ]=COA ]E2x



: .flos = θAt 2で (U ε Z )

よって EA 4 区 は 全単射
｡

近
儿

f t "tto

こ出により (At ) → (A, [o))
刀

カ ー

E → GLICIR )

ゝ Q d

GLz (R)

匕

A

ー

は 主 を - 束 の 同型射 い GLt(IR) = E
口



σ = LE
, P ) ε Stabp ( D )と

(
A, t )EGにし

新たな 安室性条件を ､

σ . ( At ) = ( A-Z , { P( t(× ) ) }pur )

で 定 める
｡

C 21k と 同一視して A
"

を 作用 させる

Y( AT ｡ Z : K (D ) ⑤ G → ①

く ]
よって右作

Stebp(D ) ×G Sebp(l)
山 せ

( CE . EC4)30ceR ) ,(A ,t) )→(A^
Z,{P(4 ｣33tu )

を 得る
｡

この 作用 で 半安定対象たちは 不変
､

また 44 は E = 1R にかけ 算 で 作用 するので

GLz(1R) の 部比 とみなせる｡

普通 被覆 ε= 4
×

ャ C
×

に 対応して埋込み
ー

c ∞ GLC (1R)
凶

Δ

λ ～ Ceais
,

f : x nxt Rel×) ｣

がある､



Aute{ (D) の 作用

AuterCD ) = { Q : D つ D 中
は海圏いしての 同値 を 与る} に三角函手

次の 仮定 をおく :

準同型
α : Auter (D ) → Aue ( P )

が 存在して
､

K ( D ) 士 K (D)

d d R t a

P *
)

p

が 可換
､

この 仮定の 下 で ､

Acater (D ) T subplab) →Stabp (D)
儿

(は , σ ) ～ 中 σ =( Zoの(5 !.{(P(n}

以上により､

Autey(D ) sSabp( D ) ∞GLtCr ｣

を得た｡
2 つの 作用 は 互 いに 可換

｡


