
S 11. 2 . 三角圏 の 安定性条件作

{いいの定 を 三角圏 に拡張する

26f 1.4
.

D : 三角圏

D エの 安宮性条件( stabikeyondition) とは、

ロの 有界 なヒー 構造 の heart AC D e
.

A よの 安定性条件
:

Z : K (D) - KIA ) → ←

の 組 ( 2, θ ) のことである。

Rem (回 7
.7 (i.) )

KCD) ≡ Kl6 )
.

三 角圏 の 安定 性条所件 (Z
,
A ) が 続れると、

各実数 Ψ E IR に対して D における 徒相 が ψ n 半安定対象 たち

を 定 めることができる 。 ( lenll . 6 )

(
"

P を 実数 ψ ごとに 分解
"

)



Defli . 5.

海圏 D におけるステイス (slice) とは 園 の 強

P = { PC 4) 34ER. PLOD CD

であって、 次
を 中 たすもの 。

A F φ ER P ( φ1 ) = Pll) C]

@ φ . ≥ .
E
: ε PC9:} ⇒ thom( E,Ea ] = 0 .

OE E D , anG 4z0
, a φ , , > . … … . IR )

王
θ = Eo → E 、 → … → た. → Eい = た

に
、
マイ に

、

“ ∠
い ]

F よ
u

sil
.

F: ε PL:)
.

E ED 2 スライス P に 安し

( E)= 4 . 片 (E ) = ～

と 定める。

また 、
区間 I C IR に 対 して

P (I) (CD )

r , {p (4 ) 14 ε I }ちの D における 拡大 閉包 とする 。

区 間 コ = [ 4 , ∞ ) に対 PCJ」 を P ( ≥ 4) とも 書 く



lean k .

6
.

三角 圏 D 土 に 安定性条件 (E
,
A ) を 与えること

。
と

。

D よのスライス 》 と 群準同型

て : KCD) ーヒ

の 組 (Z , P ) で

Ψε IR, OFE G PC4) . ZCE ] εIR> .
eπΨ 筋rain"

をもたすものを 与 えること
、

とは 同値、

回 最初 に D よの 安定性 条件 [Z' f) から 出発 して

スライスアを 構成 する。 ( Z : KCD) : KCbJ … ← )/

Z

名 OC φ E 1 に 対して

P (4) IEEA 」E はで -半安定己 E )ElRxe π
}し

と定める
。

任意 の Ψ ε 1R に 対 しては
、

φ ECK.
K + 1} となる KE 区 をとって

、

PC1) :に PC4 - K) [ KJ

と感める
、

) あとで 回

ikS の PC6 ) はスライスを 定め 構成から OFE EPCQ」 に対して

正 (E ) εIR0 ei
π,

逆 に 、条件 をみたす 組 (Z, P) が 与行 したとする。 この eま
.

ACDe
.

A : = PCC 0, 15 ] とすれば 組 (て
, A ) は 安定性条低をみたる

D

ムあとで回



Claim 1
.

Lem 中 の {PC φ) 3 4 Rは D のスライスを 定 める。

StepI .
U φ EIR

,
PC4 + 1) = PC4) Eロ

⑤ EDEIR
,
AK E 4 St

Ψ E CK ,Kt 1 ]だから。

φ t , ε Ckt
,
kea] であり

、 PC4) の 定め占 かる
。

PCD1)= PC CA+' ) - CK+ 13) [ k+ i]

= P ( 4 - k) [kt 1]

= ( P ( 4 - k) [ K] ) [ 1]
= PC4) [1] ok

.

Step 2
.

φ , , 4, E : ε PC4: ) ⇒ HomDCE, Ec ) = .

母

Case L
.
: kc 4z c 4. ≤ kn のとまっ

ang Z (E6 ) =π - k) > π- k )= af z (Ec ) かつ

たった。 は E - semistable なので 、HomD(たった ) = .



Case 2
.

. tea c ≤kitl≤ k . a 4 ,≤ kitlor ま.

E , ε ACK. ] ,Ea EACK] で

A がbounded t. Stmctute の heert であることから
。 回 ロ7 (i) により

Hom ( E
. Ʃ ) = 0

.

D

ok
.

Step 3 ←

VE ED
,
an tE

,a
Ψ .≥ R > . … 7 φ～ (EIRI

θ= Eo → E . → … … Eい 一 た = た

に々
d にマ d1 丑

π
u

se ,
Fi ε PC:)

②A が bondedt . stuceure の heart なので 同 7 .7 () より

ョ

θ = Eo e E 1 t - . Eu. → En = E

ふd dマ d
Ailk.? Analke_e] AuCkn]

S-t . k ,7 k 7 , kn ( ε x) ,A ; Ekj ] EAE] .

名 A; E A についてヨ - 安定性 (Z, A) に 関 する HN. fitration が

存在するので、 そもを
。



O = Ej. o C Ej. A C " C Ej
.
m;

= Aj とおく
。

名 Ajcこ =

:j.
i" はZ - Semistoble.

また anf Z ( Aj,: )
= π 4

; . :
とおしと

。

12 ,るい 7 ⑪ つつ 4j. mj プ
ー@

D の 八 面体 公 理 により

Eu. → Eu = E En
.mu
_、 [kn]→ En . ima [ k.] :AuCk.}

マ ↓ と をふ d
Au[ kn] An

.
mulkn]

がを
、

En-y ー

"

Fnimu. . En z E

凸 ↴ d とマ d

Ea
.moa-
、 [

kn] An
,mu[ka]

を 得る、 さらに、

En . * Fn
. mu-

. Enimm- a [ ku) ー En
. mu.
[kn]

を

、 マ ↓
「

とマ ↓
En

. ma
- i [ kn] Animu_iEkng

から
、



En- .
→

"
Fu. m
. s

Fr.m
. En = E

、 ad
「

、
マ ↓ くマ ↓

たw
、min- 2 [ku] An , mon-i [ knn Animalkas

を 得る
。
これを 守繰り 返 してい c とEy .o= 0なので、

En. → Fl e . . .
FEim.
S E. = E

t

し ad 、や d

An、 Ckn} An
.
imaCk.]

にたどりつくそこから E, . E. に 対しても 同様 の操作を

続 けることで 、

0 = E 。
→

E 、' → " t Ee' . eEe = E

に ad てマ ↓

F、
i

Fi

という 形 の 与りにたどりつく、

名FKは Aj.: [ kj]の 形 をしており、

Ψ ( A;,: [ kj] ) = ks t 4: . : ( ε Cki , kit )) とすると、
(アフ kおよび @から φ ( F 、') っ . , ψ ( ^e^ ) (GR).

中K に ① (Fn ) の 定 め方 から FR ε PCt :) となる
。

ロ



Clalm 2
.

A に PCL 0, 15] rrce
.

(E,
f) は 安定性条件

まず
, A が D の bonded t - stmcture の heert になることを 通す

問 ワワ (i) を 用 いる
、

Stepl .

OK . 2 .DA ,SEA,HOMD( ACKD. ACKJ] = 0

θ ACK .J C PCC.D ) [K. ]
=

PCCK
, KtD)

.

BEKJE P ( ( sD) [ ka]= P ( CK.kiti] ) い

AEKDE PCQA), BEKI E P (4) とすると。

KCQBEkitL ≤ kic φ A
≤
kitl

( ) }がスイスなのでこのとまHomze(ACkD ,BCK 7] = 0 .

Step 22

O FVEED
,

ヨ K
. 7 k7 . … 7 kn (6 x )

日 O = Eo eE . e n - Euu. … En = E

A↓ にマ 1

Al Am

se. Uj
.

A; E ACK;)
.



⑨ P がスライスなので

θ E E D , aN E40 . 4 っ … 2 Ψ% [ EIR )

ヨ 0 = E0 一 正 一 ったたu =
た

ケマ { ケマ ↓

た w

s.e . Uj , Fj E PC4;)
.

θ 4: .

ヨ kjE 4 st
. kjc 4 ≤ kiti ごあり

、

PC4;) = PC 4; - k; ) [ kj] c ACkj} , r s- ki : .

1 , ≥ s ッ 7 4 . よりこのような K」 は

K. ≥ Kz ≥ い ≥ kn をみたす

もし
k

= ki= kitとすると、

Ei . … E : … E:t .

↑ マイ Λ
マ 6

Fi Fit.

λ
カ

ACKコ ACk]

Ei. ÷ Eit t Cone [ 2 ) 世 で

Cone (2) = : F とおcと
、



たい → E : 一 F: 世

廿1 た! 一 E氏 一 Fit → in D

Eil →Eit 一 下世

に 八面体公 理 を 用問いて

Fi . 下 一 Fit. 世

というdist .なくを得 る
。

Fi
.
Fit . EACKI

で
, A =PCL' 1D) は 拡大閑包 として

定義 されてったのでよ ε AEK)
.

よって Eiu . →Eitt. F E ACK] を 得る

父 マ d
い

F

このような 操作 を
繰り返 すことで、

θ ' i
.

j
,
it; ⇒ ki キ k」 となるようにできる

。

( k , , ke 7 " , ku)

以上により A は D の bonded t- stncture の hest
.

次に 、 ( Z
.

A ) が 安定性条件 であることを 示す

ここで
、

Z : K (D) ≈ k (f )ー π

S.t . D φ ELR ,OFVEEPC4 S .ELE )ε IR 0et



StepI .

OFPE EA
,
ZCE ) EIH

.

回 OfE E A = P ( CO」ロ ) につして、

(i ) a Ψ ε Lo .
1] t. E E PC4 ) のとま

E (E) ε IH := { reit
4 1 r 70

,
0 c 4 ≤ 1 } ok

.

(i; ) a4 ,φ 性 EC ]
.

ヨ FEPC4). ヨ G EPC: )

St
. F - E → G FC] と表 せるとま

。

てが 準同型なので E ( E) = Z (F) ← ZLG ]
!

s.e . ayZ (F ) =π4 , fZ [G ] = π 性

て (E) , E (G) ElH より EE) ELH であることが分かる
。



Stepz .

DEEA ,
ヨ
HN. - filtktion

iney O = EOEE,
C . C En. C EU = E

st
.

よ: =
巨/Eし、 は Z - senistable o

.

aはE ( E:) ≥ agE ( F 、ta)
。

θ回 { PC 4> 3 がスライスなので 。 OFEEAPD) 」 。

ョ 中 . , … Q CER )

回 θ =
E

。± E . →
… . En.y → E い = た

氏 マ ↓ にマ 2
F, Eu

s.t. Ui
,

Fi ε PCR: )
.

このとき 。 次 のLav(Bri. Lev 3 .4] ) より

1 ? ① . つ
… ≥ 4～ ≥ 0

よって 、 特 に ≤ }En. E3 . Fi ε A .
が 意える

。

argZ (F: ) = π になので ay Z (ょi ) ≥ ay E(Fit ' ) であり

O : E。 CE.
CIWC

、 CEn と見れば 、条件 を中たす
B

dist
. な. in ACD

1 E」 ~ 、 4E 」 ←
F
;

世

は oAsshortexcctsh . O .E5 . tE ; .Fj
0 1

を 誘導 する 。



Lem (BrionLev 3, 4 ] )

P : D のステイス

I C IR : atERst. I = {titti ) ClR なる 区間 とする

また
、

A → E なる D の定全 で

に
、

マ ↓

B

(O # ) A, B , E E P (II を考える 。

このとき、
4p (E) ≤ φI (B ) ,(A ) ≤% [E) . が 成立

θ Ψ' ( A) ≤ 4 ( E) を[ (E) ≤ 5 (B ) も 同様)

Ψ = ( A )とおとと.

ヨ AT ε P(4) st. OFaf : At - A

閂 次のような 合成射 を 考える 。 f

O ≤ AOTAI ← . . Anz A1 ～ 1に δ 6

Fi Fi

λ

PL4)

ψ 2 問E )として 矛盾 をく
。

スライスの 条件により
、
このとき Hom ( A+, E ) = 0 .



At

d de プ
↳

BEMLAT E

よって
、

Hom ( AT , BEJ )→ Hom (At , A ) が 全となり、

f . At t A は 館明な 射 AT × BE17 を 誘導 する。

- 方 BED E P ( t )なので、 スライスの条件 から 4 ≤t
.

しかし E E P (I) より ( 匠) ≥ tだたのでこれは盾

: .
ψ

0
「 (A ) = ψ ≤4 (E)

口



間11. 8 ( Bridgele 6 .
lor 5 .z )

σ = (て
, P ] , 4 EIR に

対

し 、 PCφ) CD は Abel 圏

回 Lemll . 6 より、 PCφ ] C PCCK, k+ 17 )= ACKコ

( R φ C 4 EKOtL ) .

よっそ
、 E

,
F E PL 4 ) とて. f . E以下 をえる際際

Akel 圏 X [ K4] の 中 で Ker [f)
.
Fu4 ) ( okerlf ) ) を考顔

それらが PCD) の 中 に 入 っていることを 示す

( 特に ker (f)
,
Im (t)

,
Cocult) はで - 半定 となる J

arsz (ker[f)) = 4 , ar8 a ( Im (t) ) = 4
"

とおく
。

kerlf) C E
,
hult )CF で Esemistebility より

、

4 ≤ φ
,

4≤ φ

一真 ot kerlf) . E t F～ (t) ro より
。

Z (E) = 2 CKr (t) ) + Z (In (f))

に
“

から
、 4 = 4= ψ でないといけない

Z (E1
r

ZCF) 己 ( Iu(t 1 )
F

'

, Elkerlt) .

: ∴ Kor( t) ,Ju (t) E PC4 )
曰



用語

Laml, 6 の σ= ( Z
, . P ) E D の安定性条件 とよぶ

、

群準同型 己 を 中心 電 荷 ( cantval chinge) rus

ア(ψ ) の 対象 を
.

相ψ の 半安定安対象( semistsble objeot with
phise 4 )

と 呼ぶ 、

Abe l 圏 PC4) の 単純射象 E

( ive; E ε PCφ) に 、 非自明 な部分対象 O 4 EGE が存在しない )

、 任相中 の 安定対象( sableobjectwithphese 4 ).

と 呼 ぶっ


