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Bridselend 安定性条件､
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1 Abel 圏 の 安定性条件

《 ( Gob (cJ )
,
C : smooth puj als. crre .

FOE →FtGtx 〉
《

Z : K ( C ) ー c

Δ 匕

[E] -dy (E) + irk (E)

OEC GLLE)
,
Z (E] tl := { rei

*1 r 7o
, 0 c 4 ≤ i }

o

H
.

.÷111黙といとひ
rk). ｡取前選 な }

た ε GL (E ) が (半 ) 安定
def

of4 E, 四
) (*
) 介死
(治称 F1印

1 arδ Z (F) E ,atZCE)
､

( a8z(- ) ε [ o , π] )

スよを 一般化する｡



Defllil
.

Abe l 圏 A よの 安定性条件( stebilitycoudie:n) とは

準同型

Z : K (A ) → G

であって ､ 次 の
3条 をけたすもの :

(; ) OFUE EA
,
ZCE ) ElH

(ii) FE EA
,

ヨ HN - titration

vey θ
E 6 A

.

ヨ
O = EO C EL C .. C EK = E

St. 名 Fi= E
(Ecいが己 について半定｡ で

arf 己 (Ei) ≥ arg Z (Eit､ ) ､

ここで OFE E A がヨー (半 ) 安定 (Z - Semistable) ) とは､

OFEFEE , arf ?(F ) E, cgECE )

が 成り立 つものとして 定義 する ｡ ( 0 は 別 に 考える )

Rem .

HN -Liltratin は 存在 するならば同型 を除いて一意



Lewalliz

A : Abel 圏
､

溜準同型 Z : K (A ) → G 弘u

OF UE E A
,

E (E) E IH をみたすとする
｡

このとき 次 の 条件 が 成立するとて .安定性 に関するHNtlhatton が

存在 し ､従って Z は安定性条件 を 定 める
｡

(i ) A における 会射 の 無限列
E いは E ｡ → いせたし →

た 氏､ ☆ …
｡

で ang Z (E: ) , ang Z (Eie ､ )となるものは存在 しない

(ii) A における 無限降下列
たっ E 2ついつ E : っ E :tつ ､ 心

で arf 己 (Eitl ) ≥ crf Z (Ei ) となるものは 存在 しない

Lem

(i) E EA が 2 . (半 )安定 手 VE → F
, GFECE 1 E, afZ(FI

(い) た
｡
F EA : Z - 半安定 とする

､
このとき

､

anf Z (E) ? arf Z (F )

⇒ HomA
( E .F) = 0

.



5 が 単射 なる EC F となるが ､これは下 の定性 に 更する
｡

以下 ､ 十 は単射 でないとする
～

; (i) E がヨー (半)安定として
､

0 - Ker(5 ) . E F t 0 ex

を 考 える
､

Kerlf ) C E より
､ angZ [ ker [f ] ] ≤, ar8 Z(E) .

また [E] = {ar (5)] t [F] ink( A }より

Z [E ) = 2 ( ker (t)) t Z (F)

: ∴ 右 の岡 より
､ arg 2 (F) 2, ang Z [

E ) 斗婚acia."
(逆 は 略]

(:)Ot f : E → F があったとするとE は Z 一半安定なので

Ot arlf) . E 4 Im (f) → 0 ex
.

に対 し｡

(; ) より
､ arf Z (E ) ≤ anf E [Im [f)] .

一方
､
F も Z ､ 半安定 なので

､

～(f) ≤ F より af Z [ Inf1 ) ≤ afZ ( F).

よって
, atZ Z [E ] ≤ ergZ [8) となり 仮定 に喙

囗



Clem 11
.

c の 証明]

Seept.

A の 任意 の 対象 E は ary Z (A ) ≥ ag ZE) 科たす

て一半安定 対象 A を 含む

同様に anδ Z[E ) Ʃ anf ? [B) をまたすで､半安定対象 B と
.

全E → B が 存在

⑭ たがで . 半安定なら A = たとと出 ､ そうでないなら
｡

たは

arf Z (Eり 3 ary Z (E )

となる
A

の 対象Elを 含 む ､ これを 繰り 返 して

E っ E つ ､いっだっ 玉せつい

で､ かつ
｡

arf E (Et ) , an8 E (だりとなる 列 を 得る
｡

一 方
｡
仮定 (; ) より ｡ この 列

は

停 留的 ､

vey anE IN SI
.
E っだかっだはで -

.半定 となる｡

よって
､
A = E とすればよい

B についてもほぼ 同 じ ､

( 0 ^ E . E → 春 ー ｡ での 方 に注目すればok
)

俱



Seep 2 .

E E A E と5 . A の 麻象 の 間 の 全

E → B

が 次 をみたすとま E . nd9 ( mexinel destabilizuy qutient )

と 呼 ぶことにするこ

← ar8 Z (E ) ≥ an8 2 (B )

1 ー
した ☆ B に 対 して ugZ [ B') ? aは Z[BI

さらに ongZ(Bi )=8 Z (B) なるば

E す B * B と 今する｡

このとき EE EA は mdh を 持つ
｡

⑭

E * B が mds ならば
､

“
B S F

. ary a (F) ≥ argZCB)

となるので B は Z-半安定

Step I より E * B mdsかどうかをチックするには｡

て . 半安定 な B
'
E A に 対しての 全射 Et B1 に対しい

雑 をチェッ ) すればよ､



もしたがで - 半定 なら !d : 玉 E が mdi.

そうでなければ , A における short exact sq .

OL A S E L EI to

であって
､

A が Z. 半宴定 で ang Z(A) , ar 8 Z(E)

かつ arf a (E ) , ag Z (E)､ となるも ｣ が存す

IEY
=ELE

-Zit)

もし
､

｢
E → B が md9 ならば

合 E → EI * B E mda ｣

がふされれば 帰 約法により step 2 がふされる

⑫ たやだせ 巨 → い → 玉 → 巨
→
-

かつ ang Z (E) 7 a8 E (だ) となる 列 は ど“ こかでとまる( よって
､

a い ε N Sit
.

Eはヨ 一半安定 )
nだは m少 なので帰法 が使えるた



E
｢
す B が mdd と 仮定 した 上で

そこで ､ ､ て 一半安定 な Bと 全射 E → Bの存在
を

仮定

もし
､ argz ( B') ≤ arf Z ( B) なる

｡

arf Z (A ) 2 aYZCE) , a8ECE)≥ aryZ [ B )≥ argZ [ B')

このとき
､

OS A LE SEl s 0 と ｡ (Lem(i) ) より

E * BI は E * E
→
B 1 と 分解 する

｡

0 4 A L E → EI s 0

入もし

⑬

香

しかし､ E
'
* B は mdr なのでangZCB'

) ≥ afZ [ B)とな､

anf Z (B ) =af ZCB ) を得
る

mdq の 定義 から
｡
このとき E

｢
す B → B と分解するため

､

分 E * B → B 1
が 存在 する｡

よって E → B E mdr
盾



Steps

VE EA は HN - Liltration を 持 っ

←

E → Br E mdr としてとる ､

md9 の 定義 より B
は

正 - . 半安定
｡

完全列 OL EI . E → BI → σ をとる
｡

E! が 正 - 半安定 なら i れが E の HN - filtation
.

2

母 O = EO C E C E き

下にだ巨 ｡ =だ ,Fc = 春 =
B
は 正半定､

anf ZC E . ) = a8ZCE') より
､{ aof Z ( F2 ) = art E (B

'
)1

ア ar8 ZCE )

ag Z (F, ) = agZCEI )

≥ af Z [ B)= angz ( Fa)
.



EI が 正 - 半安定でなiければ E *
B

e na9 r.

再 び 完会列
O 4

E

. EI t Br so

を 得る
｡

Q = とするとE * Q があり､

E →
B 1 がmd となので定 から an 8Z(Q ) ≥8 ZCB)

.

これと､ 完全列 O 4 BR Bl , 0 から
､

( 0 ^ 確 → へ 産 一 ｡ )

ing ZCB
2

) ≥ af E(Q) が 得られる
｡

もし ,anfE[BC ) =a8 E(Q) = afZLB) なら

E → BI が ndh なことから E SB
'
→ Q と 分削 し

､

従って
､

BIQQ
.
BE= 0

.

これは E( → B が mdd であることに矛 (E= 0 )
.

よっそ
｡ aryZ( BC ) ≥ ag ECB)



以下
.

この 操作 を 繰り 返 して 得 られる 列

E 予 巨 ア Eテアだチアー…
st. afE(

Et) , an 8 Z (E )

は 条許件( い .) より停留的 ､

よって ､最後 に正 -半定 な対象E を 得 る
｡

K-i

Ev に
E

とすれば求 めるHN. fitration を 得る
R



例11 . 3.

A : 4 ← の 有次代数､

f : c mod - A

このとま ､有限個 の Sample objects

$ . , {a . " , $o ε t

が 存在 し､

《 (A ] =
⑨ [ $]ふ
j= し

( TuorB. 5)
.

名 1 ≤ ; ≤ k に 対して E; ε IH を 選 び

Z : K (A ) → G

戟
.

E [ [ Sj] ] = Z
;

となるように 定める
｡

する 々 ､ 2 は Aよの安定性 条と 過 める｡

E ε A が 有限次避 べん空回 であることに注意 すれば､

(lw (_2) より H4 - filtrutin が存在する
｡


