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6.TT/oremftleCwbeiI._TI(Cwbe
の 定理 )

X. Y i 完備 代数 多様体

Z : 任意 の 代数多様体
、机で " で" で は 「 "" がで

「
X × Y × Z 上 の lhe hide L が trivial 」

E)
「

次の 3 つ の line hdles が すべて trivial i

re

L | い。3 × Y ×Z
,
LI × × は。3 ×z ,

L | * × 4 xlz 。3 」

[ Ref ]
"

See - Saw than
"

により
、

「
U
(か

、
Z )EXXZ.LI
い xyxszs

が trivial
」

を 示せば よい 、



① ( X × Z ) と Y とみ て See - Saw then を 用いると
、

(X × Z) s = I Get ) EX × Z | LI (いいいい が trivial )

は X x Z の 空 で ない 閉集合 で
、
X × Z と 一致

、

さらに
、

L es

ヨ
M ( L = RIM )

t. に t

XxYx Z Xx Z

がSAT
× × くる。3 × Z

L | × ×は 3 × z が trivial なら ば M も trivial
、

i. L も trivial
、

•

さらに
、 次 の Lem を 用いて

、

X は non - Sing .
Curve

と して よい
、



Lemon

X : 任意 の 代数 多様体
、

P 品で
" EX

・

との

X 上 の 既約 曲線 C で
、

No
.
か を含むもの

が 存在 する

①
-

dim X = 1 の とき は 明らか なので
.

dim X > 1 としてよい
、

( Chow の 補題 ) により
,

X は 射影 的 と し て よい
、

さらに
、

dlm X について 帰納法 を 用いる ことで 、

X の Sub Variety Y

S. t
、

Gdmx (Y) = 1
,
ao.ae Y

の 存在 が 示せ れ ば t 分
、

( た。 キハ と して OK )
.

X の 2 点 ( か。 、
っいろ で の blowing -up

f : X ' is X

を 考える 、

X i Projectie より X
' も projection .

が . dim が (か ) で 1
,

(に 0.1 )
、



X
'

s 1門 を 閉 埋め込み とする と
、

Bertin の 定理 により
、

起 平面 X C が で
、

Hn X ' t Y '

が 既約 で ある もの が 存在
、

dim でしか ) 7 1 だっ たので
、

Hn が ( っい ) も 4 .

i . Y i = f (ど ) は X の 既約 な Sub Variety で、

No , つい E Y
. ( dim ×け ) - 1 )

•

か と 加 を 結ぶ X の Care G を とる
、

大 i C - C .
i G の 正規化

、

i : C × Y × Z - X × Y × Z

とする 、

この とき
、 (だ )

「 ( L ) は Cube thm の 仮定 を 満たしている
。

ゆえに
、

もし
、

L | cxyxz が trivial で あれば、

U)( EX.EE Z
,
Ll いいいい が trivial

が 言える ( つまり
、 X は C に 取り 替え て よい )



以下
、

X は 完備 非特異 曲線 とする 、

さらに 7 は 死 を

_

含む 空 でない 開集合 で に 取り 一安
①

Z.ie/ZEZlLkem が trivial }( な 無産醫家潑懟ば体幽!
人

Zi が

糸吉 局 、 X , Z を 上 の よう に とっ て
,
X × Y × Z 上 の

live.hndle L が trivial に なる こと を 示せ ば OK
.

Claimed
U
(る 、

Z ) E 4 ×2
,L Loan に L 1

× × m.us
は trivial

①

Stephane

[上手い L の tw ist L
'

を 構成 する
、



で i X 上 の 正則 1 形式 の なす 原

g に dim HO ( x . R i ) と する
、

この とき 、 X の 点 R .
.
ッ Rg で

、

因子 D こ た R , dim HO ( X.fi 。 AED ) ) = 0
.

なる もの が とれる 、

① HOCX.SI ) の 基底 www.wg に対し、

X
は

こ X x い x X

Pi i ×
8

→ X に対し
、
|| が𩺊 : 𠠇が 1

( R.us Rs ) を 取っ て くる

p. : X × Y × Z - X

と して
、

L
'
= L の が Ox ( D) とお

c.fOtRi@OxtRInRi-Rixo9oa-oH0Cx.Ri
の%い ) = パ (わ がた ) = k )



Linz ) に じ |
× × 何 3 x に 」

とおく
、

L
'

は 、 z。 ) = が ( Ux ( DI ) より
、

dim H ' ( X
, Liga ) = dim H

' ( X
, 0パリ

= dim HO ( X
,
di の AED) ) = 0

.

従って
、

F に l に .DE Y xzld.im H' ( X
, 4.

. y
) 3 1 )

は Y x に03 と 共通 部分 を 持たない (せい ) nた 0)
上半 連続性 により

、
F は 閉 集合

、

一方
、

Y は 完備 な ので
、

ヨ

z
'

c z : 開 集合
S.

t.z.EC ( Y × Z
' 丿 n F = と

なっ て
、
Z を Z

'
に 取り替える こと で

も
い 、
Z ) EY × Z

,

H
'
( X

, Lin ) = 0

として よい
。



この とき
、

上半 連続性 で Euler 標数 が 定数 になるしと

により
、

U

(る 、
Z ) E Yx Z

d.im ぽ (X . Lin ) = x ( Linz , 1
= x ( Lino )
= X ( UCD) )

= 1 - S t des ( D )

= 1

よ、て
、
(G 2 ) を

P.3 : X × Y × Z → Y × Z

に 用いる ことで 、 P23 * (じ ) は Yx Z 上 の 可逆層 で、

と
し て 、

Z) E Yx Z
、

値線刺

が t ( じ) の kは 、
と) → H

°

( X
. 4, a , 1 .

Stt

L Linz , E 0
× ( D ) (い Lにい た 0×1

IV.
、
3 i Y × Z の Open Coverin g

に Pat ( した。 ) 1 u = × × k ( trivial izathe)

と して とる
。



生成 元

-15で
、
E F (で

、 Pn じ ) = P (か Ui 、 じ )

の、 pii (Ui ) 上 の ZEN divisor を 「だ とする
、

「た と 「
y は U n Uj 上

,
どこ でも 消えない 正則函数倍

しか 違い が ない ので
、

Dvi たち は 貼り 合わされ て
、 X × Y × Z 上 の divisor

ら を 定める
。

イ たり 方 から
、

B | × × いろ × {zs
= D |

× ×いい。」
= D

D = だ し た 3 × Y × Z を 示す
.

その ため に
ヨ
m E (IND 5 = 恋 に し た 3 × Y × Z

を 示す
、

これ が 分かれ ば
、

遼てこで
、
罹災がい た に は 3 )



その ため に
、

と
し G { R .i, Is 3 .

S : = (Sepp DI n ( 12 × 4 × Z )

と し た とき
、

S = 中 と なる こと を 示す

も し S = 0 なら ば
、

(Spp が ) c (Yい ) × Y × Z
.P とが い吒 い、呪い は ご P

X x て る 。 3 × { z。 ] へ の 制限 を 考える こと で 一致

.mil/xYxZ-Zi射影
とする

、 c Z 。 4 T

S の B による イ家 T は
、 Z 全体 に は なら ない ので

Z の ある Codlmension 1 の 閉 集合 た にいい
、

m )

で
、

S c Y は x Yxた

となる もの が 存在 も し S も 中 なら ば 、 両辺 ともに
m

Cohn = 1 だ から
.

S =
U { R 3 x Y x た
ここ l

しかし 、 Sn ( 1 123 × 1で 3 × Z ) = 中 だった から 矛盾
.

i. S = 4
.

以上 の こと から
_ Gbe の 定理 が 従う

口



GI
X i 任意 の 代数 多様体 、

fi.in?x?ii www.この とき
、

日 L E Pic (Y )
、

(f t S + h )
を
し た (たが L の (ft h )[ @ (8 th )に

④ f 「El @ がじ め じ じ
、

①
一

M に wt L の m.EU の mはい め びる じ
④ が L の PSL の が L

.

を 考える
、 ( これ は Yx Yx Y to the bile )

fxsxh R

P 、
Y X - Y × 4 ×Y → Y

fxsxh /) が いい けしがい」
、

例) →物

X ts Y x Y x Y nh Y R 。 (fxsxh) = f
,

※ t.TT/iiiiし 、一」 (知、 S (かい) H

fait圳

m。 (fxsxh) e ftg
など、



9 : Y × Y is Y × Y × Y とする
、

と 山

( は
、
お ) tns (o 、 るるり

0 i Y × Y - Y io.mep

9i i Y × Y - Y ) 自然 な 射影|
n i Y × Y - Y i 和 を とる 射 、

このとき 、

で M.NL め ど じ め ど じ め がい め じ L

④9iL@9iL.E( n ' L の n
' ll ) の はじめ 9 iL ) の ( 9 で い の で い

④ O ' L
.

=

OY.XY.i.IMは 自明
、

対称性 から M は Yx い x Y , Y × Y × Co ) で も 自明
、

よ、て
、

Che の 定理 から
. M は 4 × Y × Y 上 で 自明 、

M を f × S × h : Y - 4 × Y × Y で 引き戻す こと で
、

(ftp.t h ) に m
'

,
H -1 8 ) 「 = m ! など となり

、

( ft Sth )
「
L = (ft SPL の (fth )

「 Le ( 8 th) L

④ ない の が じ め じ して
口



Grsee

X i アーベル 多様体
、

、
h EZ

。["だ し E Rccx)
、
ni し た L

剛
の
しぼり

帰納法 を 用いる
.

h : O
,
h = 1 の とき 成立 は 明らか

、

h
、
ntl での 成立 を 仮定 して

、
ht 2 の とき を 示す

、

(G 2 ) で
.

f = (ntl ) × ,

S - 1 x
、
hi (- 1 ) × と すると

(い) で L (いいたい の hf L で

1iL@ElxiL.i
、 (いい が L = Inti) 父 に e ni じ の L の いい

'

L
、

「

※
「

'

nil = しぼ )
の いが しぼ)

Inti) で L = c
世がツ

。 いい 、
心が )

これら を 代入 すれば、 ht 2 の 場合 が 示せる
、

口



G4lthn.lt
L E Rc ( X ) 、

と
か な EX

、

た、で L の L = だ L@TIL.Pおと ど たこ 鬱が 3

_

は 群準 同型
、

①

( G 2 ) で、
X = Y

,
h = idx i X - X

TEX
, f(い た が

、

と
bEX

,
S ( b ) = な i 定数写像

を あてはめる
.

TR = idtf.tt h に 注意 すれば、

H. Z ts Ztx )

( ft seid ) ' L = ( ftgPL@1ftidPh.x。 (Seid )と

の だじ の よ じ の 心に

い た事 L こ だ L の で L の じ
、

④ ( (ftが L の が じ あ が じ )
consenttrivial

こ、 T.is L L こ だ L の で L .

( に両
投 t

し て 自明村

jた
X_t.nl



Gr 4 を 因子 を 用いて 表すと
、

V
D i X 上 の 因子

、

U
いる EX

.

T D t D 三 で D t で D 𨷻?賦

中、 ; × → なく ( × ) について
、

ーー

(a) 0/4 が、

こ 4 し 、
t とし (b) 中で L 二 中 に

_

た (a) - [ で L めじ ] だ
。た 、

(a)

ために い ) = [ だ ( し、 @ h) の ( 山 の しげりこ
[ (だい ) の (だい ) の 心 の Li ' ]

= [ だい めい] の [だに の 心 ]
= 4

y
(か ) t 4u (か ) 、

(b) 0で 、 いい = [ だ ( TEL ) の ( だ LP ]
= [ だ ( TEL )の だ ( じ) ]

f' ( し 、 めい )
= [ Tが ( だ L じり ]( 私 が)
= [ だ しめじ ] = 4が

、

口



吐

L KCL ) に ker ( 4. ) = l a EX 1 で LE L ]

K(L) は 単なる 抽象 詩 だっ た ので、
沢 は 非 自明

、

凹
L K ( L ) は X - Zarisk i 閉集合

、

①

m
' L の が い に See saw thou ( Gr 6 )

を 用いる と
、 ( Xxxx 上 の liu hide )

X つ X 、 i = Exe × 1 (wi L のだい) k
× ×

は 自明束)

は X の Eariski 閉 集合
、

ここ で、

(mb L の だい ) に, × ×
こ で L の じ

i. X 、
= K (4

日



Application
D i アーベル 多様体 X 上 の 有効 因子

、

L に し ( D ) i D に 付随 する live.h.dk
、

この とき
、

以下 の じ ) - (N) は 互いに 同値
、舵簗橤籬ツバを懈

(ii) 1 2 D 1 = { Do I Do は D
。
~ 2D なる 有効因子)

は base Point fee で
、

有限射

中にD 1
i X es p

N

を 誘導 する
、

(iv) L は X 上 の ample live.hnde
.

-

⑦ (いい で
、

くいリー [ HartStone Ch ex 5.7 ) より

中 には 1 : X - げ で
、

9が い ) | 脈) が ample

E)

が ( 9が川が ) = L (2D ) が ampk .



(iv)

[ 背理法) KCL) が 有限 で ない と 仮定
、

Y i KCL) の O を 含む 連結 成分 としてとる
、

この とき
、

dmu Y 7 0 で
、

Y は アーベル 多様体
、

仮定 より
、

L は X 上 の aplelireb.de なので
、

Ly に Lk は Y 上 の amplelieh.dk 、

とる E Y f KCL ) 1
,

Tが い た LY だから
、

( See saw then) を 用いれば
、

Yx Y 上 の kre kdk

mt LY の が Li ' の Pi Li '

は trivial
. an) は 、 tて

① の n

Yx Yt.FR/

※た
。 .. ...
::狐が ない が

|
E OY

- じがく )

⇒ ntH@p.bLで の で Li
'

は )
Yx Y 全体 で trivial

,



Yx Y 上 の m
' ム の が ( Li

' ) の だ ( Li ' ) を

Y et Y × Y で 引き戻す こと で
、

よ ー ば
、

かい
め いパム も Y 上 trivial

、

今
、 Ly は Y 上 aple だった から

.LYの いい ' Lと も Y 上 awpk 、

しかし 、
自明束 が aple に なる の は dim Y = 0 の とき のみ

.

矛盾
、

i. いい ) ⇒ いい
.

(ii) ⇒ (り
ーー

K (い つ H より 明うか
、

(i) =) (いり
ーー

(4) : H = { a EXIT D = D ) は 有限集合 )

( G 4 ) より
、
Tが D t T.it?El2DI.



( ?
2D = 下で いい ) D t D 長た! D +だ 日 )

U E X
,

ヨ

つ( EX

st
. U ± x 4 Supp ( D) -

( Y Codim × ( Supp (DI ) - 1 )

i. U 4 Supp ( だ D t TAD )
.

i
. 1 2D 1 は basep.int fee .

な ので、

中 に 中 にい
i X is IP

"
を 誘導

、

もし 、
中 が 有限射 で なけれ ば

、

「
C c X st

、
既約 曲線

に
、 中 ( C ) = は 3 ( c が )

つまり
、 YEEnelt.li/PEIlSuppE)=)CcSapplElEE2DP 4 中 は胙リ ⇒ Co SappE) = 0

こ、
日

に E X
,

C n ( Ti (D ) + だ ( D ) にt.ae
(

E = ( Soto)
がい た 唎

SuppEl中に ) = 1% いい s 。 いい ] e 中区 ) cが



Loe

C : X 上 の Curve
.

E : X 上 の 既約 因子
、P いた 。1

.

_

この とき
、

U
か 、

つい E C
. Tがa E 三 E

.

Lem が 示さ れ た と する
.

E を 先程 の ような Ti D t たが D の 既約 成分 とする
。

すると
、 C 。

E = 0 なので、

km より
、

u.

で 、 h E C ,
Tが

、
ーっい

た 三

E.it
は 仮定 (i ) に 矛盾 、 ゆえに いい ) が 示される 。

[ len の 証明 ]
L を E に 付随 する live.ba

、

とする
、

この とき
、

C
n E = 0 より

、
4 c = Uc

、

ゆえに 、

Yc EX
, deg (だLk ) = 0

.

じ だ L と L は 同じ degree )



も し た 4 ) n た が 有限集合 なら ね ( だい ) 7 。

なので
、

た ( C ) n E は 有限 集合 に ならない

か
、

つい EC.AE E とすると
、

な E な、 ( C) n E (い ない k)に も 4)

i. Tonk ) c E
、

i. な 一つに t つい E E とくに
、 Tが、 (E )CE.LI

な t (か 、
- )に )

Tが
、
一 m ( El

.
E は ともに diversion 1 で 既約

、

i. たと した ) = E
に)



I
L アーベル 多様体 X は 射影的

.

①
U i X の Open affine Subset

、

この とき
、 X が 完備 代数多様体 で あること から

、

D = X \ U は 有効 因子 に なる
、

( REXIV で 極 を 持ち
、

U で 正則 な 有理函数 が とれる )

必要 なら 平行 移動 する こと で
、

O EU として よい
.

H に 1 xE X 1 で D = D )

とおく と 、 これは 閉集合 i . 完備

Ti D = D なる か EX について
」
だ ひ =U.GEH )

0 EU より xE 0
.

i . H CU
.

( 0 EU = Tが U 7 0 t ル = x )

H は 完備
、

U は affine なので H は 有限集合
、

i. (Applications ) より
、

D は apk
日


