
SJ.Gh.wlosyadb.int( Grotta deck)

X. Y i 局所 Neether スキーム
.fix - Y : 国有射

だ i X 上 の 連接 層
、

篤
が

、
RP f 。 下 は Y 上 の 連接層

、

[ 仮定 する J

Befco 、
分離性 を仮定 しない

f : X - Y i (前 ) スキーム 間 の 射

下 : X 上 の 準 連接層
、税 :泰恕こ

、

器と、瑟点熱は

( る こ fいい で
、
持 : O

、、
ー じい にょて

、

下水 を Cfs ー か 。 詩 と みなし ている )



これ は
、
ITC X , Y c V を 、 それぞれ の Open affine

ft
.
f (ひ) C V と し たとき 、| F (ひ ) が
、
Q

、
(V ) - 加所 で あること

_

と 同値
、

is 平坦

M.in?hm2efiX-YiNoether スキーム 間 の 固有射
.

Y -

- Spec ( A )
.

F : X 上 の 連接層
、

で Y 上 平坦 なもの

この とき
、燎藩で、

有 !鬱鬱影
、
自然袈煎 。

がなる

A - 加 許 の 圏 Mod A) から Nd (A ) への 函手 の 同型
、

HP ( Xx、 Spec (B ) 、
下 の n

B ) = パ ( ピ @
n
B ) (y

nn

が 得られる
、

-



[ Pot ]
U = 1 で、 3 ie 、 i Open affine による X の 有限 開 被覆

。

この とき
、

E e.ch 複体

ピ = ピ ( U .
F ) = CP ( U , F )

は
、 平坦 A 加 群 の なす 有限 複体 であり

、

HP ( ピ ( U.FI ) - HP ( X
,
ん )

Rennes
名 P 3 0 に対し

、

ピ ( ひ 、 下 ) = 恋、 大 心灬が

Ttい ip 二 Ui n い n Uip

di du
,
F) is C

が (でん)
4 4

の Its da

di 。 い ip E 年 (U . . . .が
、

(れ) i. . .. im = e には %でいい im | u
. . .. im

」



さらに
、
任意 の A - 加群 B に対し 、

l Ui い Spec ( B ) ら は X × × Spec (D の affine 衣皮覆

ピ (U 、下 )が. B は
、

下 の_ B の
、
{ U × × Spec (B ) ら

に関する Eechp.cochain
、

( P (U.

. . ..
. i . .
F の。 B ) = P ( Voir

、

え ) の. B )
より

、

C ( U、 下 の a B ) = ピ a B

こ、
U B E Mod ( A )

.

HP ( X ×
× Spec ( B)

.
下の B ) = HP ( ピ @ n B )

が
ヨ K

'

,

EHP ( K か か?wa

A : 任意 の Noether 環
C
'

i A - 加群 の 複体
、| はと!でき、

有限製たな詩 が

この とき
、

日 パ : 有限生成 A - 加群 の 複体
、

ii. KP も Co ) ⇒ 0 E P Eh
、

かつ

1 EP - h ⇒ KP は 自由
.



さらに
、

ヨ 4 : K
'

re C
・

st .

4 は い げ ( ピ ) → H 40 ) を 誘導
、d. い た な 蠶 うな鬚 が

⇐
ihm 1 より

、
17% に は Y 上 連接的 で

、

Y = Spec ( A ) より
、
Nf. F = ( HP (X.FIT| よって

、

パ (ピ ) が 有限生成 A - 加群 と して よい
、

-

[ pof ] m について の 降下 帰納法

○だ が がい ー ど ー い

th tdmalh.ua
い、 → Chin Cm t.cmtl

_ cmに _ 、_

が

( p > n で は KP 、 o とする )



P >、 mu で
、 次 の 条件 を みたす ( Kftp. が) が

構成 でき た とする :

(i) が t.to/pt.2P (Paint I )

(ii) が '
o プ = o ( Paint I )

に川 93 mtz で
、

% : パー で は
、

げ ( ぼ ) → H
'
( C )| 戀で

たが だいどうで は

を 導く
。

いい ) KP は 有限生成 自由 A ・ 加群 ( Pル川
、

この 仮定の 下 で
、

同様の 条件 を みたす ( KM.hn
、

づ) を

構成 する
、

M 3 0 の とき

が"
一

に ker ( ker (がり → げ" (くり )

( 1で は客が こ じい )



( o - が '
s ker (がり → H

"' (C ) to )

が
"

は A 上 有限 生成 なので、

「

ヨ k
' m

、

、 有限 生成 自由 A加群
、1 st

. k
'mas が

さらに 、
トバ ( ピ ) も 有限 生成 A - 加群 なので

、

い

た Wm : 有限 生成 自由 A 加群|
st

. K
" " to HTC) = で(く者で、、

0で
-

k
" m

→ が ( ぐ ) 。一 cm

xi t.lt (ど )
入 の 持ち 上げ と して m K

" m

→ で (C ) を 定め
、

中で i = im o t i k
" m

→ cm

この 状況の 下
、 ブ

Km に K
' m

の k
い m バー がいい

v

Am i Km - K
" ' K" s

ker(がり
ら
ゝ の \, U
k

い た がい

いた が 1 km = が
、

が Kum = o
' ° ら o

で 定める
、



0
m 、

1 2 ' ( K 'り ) C 2 ( じ ) に Im (どいけ)
より

、

ヨ di i K ' ー で

け、

a. ti = h.tn 0 0
'

im や ば c がい

fhi a 1 dm
cm

eg
cmt 、

ゆえに 、 Om i KM → Cm を
、

hkm = di
,

0
m km = 0で

として 構成 できる 。
構成 の 仕方 から

.

P4 ,
0 は 次 を みたす

、

(i) が 4p = 0m 、
が ( ppm )

(い) が '
o プ = 0 (mm)

に川 9 amtl で H
9 ( K) → H

' ( C )|
州 で晶で誌で品鋆 げなら



ひ =
-1 の とき
ーー

(i) - (川 ) を みたす ( Kftp. が) が pe で

構成 でき た とする
、

この とき
、

パ を 14(wgo.la % ) に おきかえ
、

0. : 10 → Co{ 20 : K
0

→ k'

を 誘導 さ れる 写像 と する
.

P < 0 で KP = 0 とすれば
、

複体
、

o → K
°

→ K
'
t n → K

"

→ o

と、 0 : K
'

t ピ st
.

HP (K ) - HP(ピ)

を 得る
、

残っ た 問題
-6

p
、
CP i 平坦 A 加 群[ ⇒ 1で は 平坦 A 加群

。

①
写像錐 ( Mapping Cone ) を考える

.

ver une



つまり
、

LP に KP C
"

(PER )

な i LP cy L Pt 1

つ (か 、
o ) = ( 2 (つり ,

0 G) )
は | 2 ( o, y ) - ( o

、 一つ は 1 )

C
' '

i = 0 [ - 1] と する

.ie
、、

( C ' ) P = CP - 1

この とき
、

0 → C
'

s L
'

- K
'

s o (exact )

i. HP ( C) . .. → HP (K )
い

→ H
に" (ぐ ) → HP" (じ ) → Hが (ど )

→ HP" ( c ' o ) - m (exact )
い

Hが (じ )

今
、

H
' ( K ) こ げ ( くり こ げ '

(ぐ) だっ た ので
、

Up EZ
,

HP ( じ ) = 0
、



i. 0 → K0 = ピ → L ' → L
2

_ い → L
" '
s o

は exact Sequence 、

しかも
.

と
i 。 1

,

じ は 平坦 A 加 群

に CP
,
K" とも に 平坦 A 加群 )

i. パ も 平坦 A 加群
口

Lemzee
で

、
パ : 任意 の

、
平坦 A加群 による 有限複体

、

ヨ

中 : K
・

→ ピ i 複体 間 の 準 同型 で

も
p

,
HP (ピ) → パ (ピ ) を 誘導 する もの

。| この とき

、品品のか"聖 に

品でのか

①
_

( Len 1 ) と 同様 に
、

写像 柱 じ を つくる
、

( o → C
・

→ じ → k
'

s o )



L
'

は 平坦 A 加群 による 完全な 有限複体
、

この とき
、

ZP に ker ( LP で LP" ) は 平坦

.fio _ が → LP → LP" ー い っ じで → o (exact I )
-

平坦 A 加 うそ
、

よって
、

O → ZP → LP → Z
"'

→ o は

平坦 A 加 群 による Short exact Sequence . なっ て
、

O → ポ @ AB → パ のAB → ZR '

py B → 0

も 完全
、

い が '
が 平坦

、
Snake Lemma より )

これより っ
じ a B も 完全

。
k 分斛 を 考える )

- h に A B は
、

K
'

Da B → 0 。 B

の 写像 鉎
、

とくに 、

0 → C
"

の
、
B → ピ

。
B - K

・

BAB → 0

は 複体 の 完全が
Ptl

i. HP (ピ AB ) E H ( C
'
の a B )

= HP ( C のAB )
日



メ、 に X x 、、 Spec ( k (い )

Grace
たる に 下 oy kは)

f i × → Y i Noether スキーム 間 の 国有射
.

F : X 上 の 連接 層 で
、

Y 上 平坦 な もの
。

この とき 、

(a) 各 P 70 に対し 、D . .

聶鳶 劇璐が
(b) Y t.tt

な ts x したに 鳧 が dim
.が(な列

は
、

局所 定数 函数

①
_

問題 は 局所 的 なので
.

Y = Spec ( A )
、

(A i Noether 環 ) に おきかえ て も よい 、



( ihm 2 ) より
、

ヨ K
'

i 0 → KT K 「
いい → K

"

- o

( k ' : 有限生成 な 射影的 A ・ 加群 )

にし
、

HP ( Xn
,

F
。 ) = HP ( K 際 には 1 ) Cpo)

ここ で、
Y を 十分 小さく とる こと で (i . e

, 局所化 する ことで )

K
'

は 自由 加 群 の 被体 と して よい
.

d
'

i K
'
→ K
"

ik.coboundary
とする

、

dim
には ,
パ (Xa

、
な )

= dimには , ( her (パの a k (か ) - des ( Im ( d呫。 kは り )

= dim には 、 (パ が、
kは 1 ) - dim un ( Im (岾。

んはり )
- dim un ( Im (じの.ws川 (*)

が i 自由 加群 より dimm。 ( パの km ) は Y 上 一定
、

i. x ( Fr ) = 高いパ ( パ の
。
km ) も Yt 一定

こ、 (b) が 成立
、



いと
p の 0 ,

P。 (な ) = dim
m
( Im ( dない ) )[

は Y 上下半連続
、

①
も
r E Zo

,

di : べ パー べ ぼ

は 、
d' i ピッピ" から 誘導 さ れる 写像 で

、

{ る EY 1 %は ) < r ) = 1 は EYI df kは 1 = 0 )
T

べ ( r- 1 次元以下 ) = 0

df は
、
有限生成 自由 加 群 の 間 の 準 同型 なので

。

行列 A は 1 = { aj は 1 ) を 用いて 表すこと が できる
。

(右辺 ) = n { る EYI ag は 1 = 0 ) i.eu、 閉集合
、

つまり
、 P.hr ) は 下 半 連続

o.

以上 から
、 dimer , HP (がた ) は 上半連続

a



ん、
f i X → Y i Noether スキーム 間 の 固有射

.

F : Y 上 平坦 な X 上 の 連接 層
、

Y が 被 約 かっ 連結 と仮定 、

この とき
、 すべて の P について 、

次 は 同値 iた 点驘藊"が

(ii) が f。 下 は
、

Y 上 の 局所 自由 届 E で あり
、

y EY
、

E g
km et HP ( xs.tl

また
、 ( i ) r い ) が 成り立つ とき

、

な EY
, R

" ft (F) の
。
km + H

" (がた )
cen



[ Rod ]
Y : affine Scheme

,

K
'

i Prop と 同じ
、

として よい

(ii) の とき 、 E が 局所 自由 肩 だから
.

2 1→ dim HP (がた) = dimHEas km )

は 定数 (i )

(i) 」 ( ii ) を 示す
。

この ために 、
km を 2 つ 準備 する

、

lemt.ee
Y : 被 約 スキーム

、

在 i Y 上 の 連接 者 でD いる EY.hn した。
km ) = r

となる もの
、

と する
、 この とき

、

一、

F は Y 上 の 階数 r の 局所 自由 届
、



① な EY
、

の
、 いい の E な g kは )

が 、 ため には ) の 生成 系 に 持ち上がる とする 、

(中山 の 補題 ) より の 心 の は
、

る の 近傍 で

Section に 大延長 できる ので、

な の 近傍 V 上 で の 準同型
.

r : Oil 、、
一 Fh

を 得る
.

T は
_

な の Stalk 上 で は 全射 ( r@ kmで
つまり

、
Color ( o km ) = 0

.

よ、て 、
再び (中山の 補題 ) により

、

る の 近傍 で
、

Clark ) = 0
.

V を 取り かえ て
、

の は 全射 として よい
、
単射 を 示す

仮定 より
も
が V

.

の hば ) i になり
「

→ な 、

a
知り

は 同型
、



※ ババ咷が ・u

よ、て
、

D に ker (よ) とおくと
、

各 で E V に ついて
.

Doi c m。 Oj に m。 が あるが

Y は 被約 なので
、

特に
、
各 点 が EV で

、

M - ( Sin . Sui 、 いい Srn ) = 0 ⇒ DN ) の S = 0

( た (ひ) - E下に は 単射 )

こ、 D = 0 人 の は 同型
.

口



lemzce
Y i 被約 で Noether 的 な Affine Scheme

.

0 i の 一 D

i 局所 自由 な 連接 U、 加 群 の 間 の 射
、臙と幾嚚:簫

が 局所 定数函数 な。

s.

t.tk = ( o )
、
Im ( 4) c

D.IO/:F.fDii.e
, t = ( i は? )

azo

①

( W 1 ) より 0は ) が 局所 自由 屠 な

ツ0は ) も 局所 自由 属 ?

↳. dim
nm (に4Cm )、 には 1 ) = 一 定

、
を 示す 。



Y = Spec ( A) 、
M = P (Y.FI

.
N = P ( Y .

D )

とおく 、

この とき
、

N/0 CM) は 射影 A 加群
、

つまり
.

N = 4 CM ) の N . .
Na - 1% (M )

となる
、

これは 、 D E D Dz
,

DE Im世)
となる

、
という こと

、

さらに
、 4 CM ) も 射影 A - 加群 となるので

、

M = ker (0 ) Me
,
Mr = 0CM)

つまり
、

F E 下 、 Fz で あって
、

0 ( た ) = ( o )
、

中 i た t D
、

口



( Proof of Cor 2 ]

(i) i は tsdimr.cn HP(か な が 定数函数

を 仮定 する
.

K
'

e ( Main ihm ) と 同じ もの とする
、

i.eyk.io - k ' っ ど っ い - K
"

to

st
. K は 有限生成 な 射影 A 加群

HP ( K・ ) = HP (X.FI

( G 1 1 の 証明 より
、

dim ( Im ( di の には 1 ) ) に P- 1
,
P

は 局所 定数函数 (い dimnm H「 (な
.
な ) は 定数函数)

( len 2 ) を { d p : KP → K"

da i k" s ker ( de )
に 用い て 、

ke唎 (ker (di ) t.at flmdp
Zm Kh Bp の Hp Kf Bpu KH

u
では、

"

が洗い い

Kpi tgy Kp Tf Km



eiya flmdptrldm )

な の kf
(ker (dp ) )
Bp の Hp Kf Bpu KH

u
では、

"

が洗い い

Kpi tgy Kp Tf Km

Zm = ker ( d m )| dnikf.es Bp

l Bp Hp = ker ( dp )

dp i Kf A Bpu E こ ぱなたこ(HP(はか
① ②

i. HP ( K @AB ) 二 Hp の a B こ ぽ( K )の_ B

① i

LSD 品 ,
k
"
is her ( d

P
) - H p → o

t
p| ピ _

B 糊 ker (d
'
l の_ B t

に は ×袈」。が
i. HP (がた ) = E@o.kC。 1

.

に )



また この とき 、

H" ( k '

Da B ) =
Zm の身

な ( dp.ae B )
こ ぽたり a B

i. 1が ( Xs
、
下。 ) = (ぼた 下 )@o.k (か 、

口

を
f i X - Y ; Noether スキーム 間 の 固有射っ

た i Y 上 平坦 な X 上 の 連接層
、

( Y は 被 約 で なく て も OK ).cl憼たがなどで紫なった鼠がい⇒

_

①

再び、 Y - Spec ( A )
、
K

・

i Thw と 同様 とする
。

仮定 により
、

s E Y
.

がパパ0 km → ピ の km → ど の kは)

は exact Sequence ,

ker (パ ) = Im (パリ



[
被約 牲 いない ?
ーーーー

t パ の には ) =Wi の WaT
完全性 より

、

ft
.

T = Im ( d " の km ) に ker ( dない 1 ){ ばわた こ い

どいの には)T cs i 単射
.

(G 3 ) は 局所 的 な 問題 なので
、
A を 局所環

As ( tEA.fm も 0 ) に 置き換えて も よい 、

この f を 上手く とる こと によって
、

ピ = Wi の Wz

け、 (a ) TM = Wi の kは )| (b) W 、 c Im (ド )

と し て よい
、

しかし 、 この とき
、 dbhm

T.IN z の k (る ) → Km の kは )

が 単 射 な ので
、

上手く Af を とる ことにより
、

M - KM

も 単 射 と して よい

じ、 中山 の 補題 で
、
Kernel が る の 近傍 で 消える )



p

この とき
、
( Wz が d で つぶれ ない から )
Im ( ど ) n Wz = 1 0 )

つまり
、

IM = Im (ど )

.IN
、 は 射影 加 許 な ので

.

0 → ker (ど ) → K
"
→ W.to

は Split h KM E ker (ど ) の W
,

W = M
.

に 2(パリ
ゆえに 、

d
に2

K" → ker (El ) → H
"
( x .ん) → o

{ バの km 嶂
には「

her (じ )@kmtHTXna.F。 ) → 0

.

( 1 つ 目 の 列 ) の には ) で
、

K" の には ) → ker (ど ) の kは 1 → HR ' (X .F) の kは 1 to

1 1 1 1

K" の km - her (d" ) の km - 1が (X。t.li

i. げ (x 、
下 ) の い た げ (がた )

日



Grt

X. Y 、
下 i 同

t.hnko
、

1で ft た = Co )し、
⇒ H

に ( xn.fi ) = o for d は EY.hn k。

① Gr 3 を 繰り返し 用いれば OK
、

Cortex
.
Y

.

f
.

F : 同上 ( Y - Spec ( A )
-

)
この とき

、| 品毖 褧が墜落が照 パ作 )が

ーー

① が dP

い、 _、 K" - ピ → K" ー い

岵 13 TB
m → KM の AB - KPが、 B - K

"
の_ B いい

と 比べ
、

HP ( Ken B ) = HP (ピ ) の a B
.

を得る
、

具体的 に
、

ou Im (ど) → ker (じ ) - H'(ど ) - o
を

ouImldN@B-kerCdPDB-.HP (ピ ) の B -1 0

11 1 1 と し| 0 い た (パリ の B - ker (じ ) の B - HP ( k
'

@ B ) to



Gblseesx
i 完備 代数 多様体

T i 任意 の 代数多様体

L i × × T 上 のlive.bdl.li?:i::.:霰製で
は が湘蝲

また 、
X x 下 において

、

ヨ M ilivebndle.at、

st
.

LI × ×n
= が

M.CI
X i 完備 代数 多様体

M : X 上 の 1 ive bmdleP にが 「
M が 息嗾 に なる 」

「

| dim HO (X . M ) > o

dim H° (X 、
げ ) > o 」

-



① や ) は 明らか

に ) |
dim H

° ( X
.
M ) > 0 とする と 、

dim H° ( X、
トゲ ) > 0

0 # Tor : 0 × I M → 0
×

よって
、

TE (り ) は Ox の non - Zeno Section

X は 完備 な ので
、

パ ( X , 0x ) = k
.

i. t J (1 ) は 0 で ない 定数 、

よって
、

Tor は 同型 写像
、

とくに で の も 同型
.

.

[ G 6 の 証明 )
( Claim ) より

、
T. は

、

{ dim H
° ( X × 化 3

,
4 × ×に3 ) > 0 ( か )

dim パ ( xx に 3
、
じ lxe ) > 0

を みたす t ET の 集合
、



(G 1 ) より
、

di Tres ZU
t Its dim トピ ( X ×が 、

じ 1 × ×に3 )

は
、

上半 連続 な ので
、
下 は T の 閉集合

、

[で のEZ.lt ET l d (いくの 3 が Open

a { t ET I da) が 3 が closed )
T を T に おきかえて

、 T = T . とする と
、

( T は 単に
、
k 上 finite reduced Scheme )

と
t ET

, L | × ×に3 は Trivial で
、

dim
not ,

HO ( X で 3
,
Ll × × its ) = 1

こ、 ( G 2 ) より
、

Pz t.CL ) に M ) は T 上 の 可逆層
、

また
、

トピ ( Xx 化3
, Ll × ×n ) → M ・aka )

は 同型



L 1 × ×いろ は trivial だっ た から
、

4 : Pz
'M vs L

( だいし )

は
.

X × M 上 で は 電 でない 射 d → 0 x

と みなせる 、

i.
'
t ET

, 4 は X x 化 3 上 同型
、

(中山 の 補題 ) より
、

4 は 全射
、

どちら も rank = 1 な ので 4 は 同型
ロ


