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Hiechin 系 & スペクトル曲線

､
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. 非可 換 ッジ 理論 I ¢

32
Ʃ : コンパクトで 非特 異 な 代数曲 線

,
8 (2) = 8

( リーマン 面 )
､

D… a

｢

ペクトル 束 のモジュライ 空間 ｣ の 導入 として
､

直線束 の 順像で 表 されるƩ よのベクトル束 を考 える :

π : C → Ʃ ) 分岐 γ 重 被覆

≈ c
レ

1
t
rs ,

i 芝 C い.

b メ
↓

P

このとき
｡

L ε Pic ( C) ( まり C ょo 直線束 ) は

Ʃ 上 の wank n ベクトル 束 E = πしを 定 める
｡

( 8 ¢ { 分岐点 3 なら Ep ≈ R Lp
: ,

π ()= { Pu. ､"; Pr}. )



[ 蹴跳躍 現象 ] ≈ 金
d

し

ε π xc
ー

例 )

π : C → 1P ; 分岐 2 重被, 8 CC ] 7.

もし λ LL) = 0 ( つまり ､f (《) = 8- 1 ) なら

Riemanw - Roch で def (π tL ) = -2.

このとま ､ li =L
(

C . L ) = GCIP' ,aLl とおae
.

πpL = Op , (lll s Opt - l - ).

L ε Pict
"

( C ) を 連続的 に 変化 させることをるえる
｡

→ πしも 連続 的 に 受化 する (はず ) !
( ] E ⑭ ε PctEC1

キパ ( C
.
L ) a , (orhi'lc . c } =

)↓

ここで､
Pict
"

( C ) のテータ 因子 を ⑭ Ec.

Le も ⑭ (tto ){ Lo ε ⑫ (t =ω )

となる ｢ パラに多族 { し t} を 考 える｡

このとき､

{ π も le ≈ Q
. ( - 1 ) * O

. - ) (tto)

瓜 Lo ≈ Oip . P Up . (-2 ) しt =｡)

このような 状 況 を

｢

跳躍 現象 ｣ という

JumpingPhenomenon .



このような 族 も 含 めてペクトル束 をパラメトライズするような

空間 (もう空間｣を 考 えようとすると､都食の 悪 い 空間ができる｡

しいウスドルアでない､ など)
｡

～加
｢ 良 い

｣ 幾何学的性質 を 持った 空間 を 得 るには

ベクトル 束 を 取捨選択～
～しないといけないい

( (半 )安定 ベクトル東 )
､

Ref

た : Ʃ 上 のベクトル束
､

E に 対 し
､ {lope µ (E) を

µ (E] : =E｣
dS (E1

で 定める｡ また ､すべての(非自明 な )部分束

EEEE に 対 して

UCF) E , µ CE}

が 成 り 立 っときたは (半 ) 安定 であるという



Thm ( Mumford
,
Seshedri )

以下 の 性質 をみたすような Ʃ よのベクトル 束 のモう空間

eCrid ) c U '( rd ) が 存在する｡

() U(r ; d ) はうかな 代数多様体 でその 各点 は

rk = r
, dex = d の 安定 ベクトル束 の 同型類に 対応する

｡

特 に ､

UE ( r , 6 ) は U[ n. d ) の 開集合
｡

( 2) U' ( rd ) は 射影的 代数多様体で ､ その 各点 は

rkar, dex ad の 半安定 ベクトル束 の 同型類 に 対応 する
｡

(3) Uc [vd )
.

U( rd )はともに 粗 モジェライ( coarse modnli !

Ran ( Modul: Problems / Modul: Fuuctrs)

次 のような (反夢) 函手 を 考 える
｡

所 ) : σ c5
” 二学

st.
R
( $) = { $ によってパラメトライズされる 同値類 の 族 }

､

( σcb : スキームのなす 圏 )Oet : 集合 のなす 圏



cf
. FEIJ CE ]ε E ( s)= vea.bdlsa )

↓ d1 ss k ccras ) )
このとき ｡

中 (- ) を 表現 する 組 ( M
.
Q ) の :とを

民 (- ) の 精 密 モジュラィ ( fine modnk ) と 言 う

自然同値( る : 下 1 - ) → Hom ( -. M ) )

また ｡ 次 の条仰 をみたちスキーム M をF - ｣の粗も

( Coarse modnli) とう.

( ; ) 自然受換 は : F (- ) . Hom (-
,
M ) が存在

[:) ② ( Spois+} ) : FCpts t Hom (p. M } が 全単射
｡

(iiり 回 は 次 の 普通性 ぎせたす :

F以 さ ｡感器 ”

Ψ
Hom( - . , N )

変形理論 から 次の Len が 従 う :



lean

1
8 (Ʃ ) ≥ 2 とする U

=
U (r .d) ,U Uc (nd ) とお

(1) dim U
”

= Itr( 8-)
.
U は U

.

opan dase subscheme

(に) 安定 ベクトル 束 は 単純 (simple)

( つまりぱ
( π. Ed ( E1 ] =¢ )

(3 ) 安定 ベクトル 束 の 同類 に 安対応するぴう 点 は 非特異

(4) TCE] U ≈ H
( Ʃ . Eud (El ) d seme dual

品U ≈ H ( エ. Ead (E ) * 2Ʃ )

$ 2 Hitchin系 & スペクトル 曲線

Ref ( ACIHS )

( M. ω ) : 滑 らかなシンプレクテック代約様体
｡

B : 滑 らかな 代数的多様体
｡

平坦射 H : M . B は ､次 の 条件 をみたすとま
｡

代数的 完全可積分系 ( asebaicallycompletelyineezubler

Haniltonian system ) とu う :

M ∞
.

*: Mna - wntc

介々 Im
B



M のコンパクト化 M と 平坦射 I : MtB が存在 して
､

上 の 固式 が 可換 となり
､

B のある 固有 な 閉部分的多様体 δ 3補集合 BOよで ､

今 ァイバンジそべル多特体に 同型束である～

～
であるような

≈ 複素 トーラス

品m
dt

言 i
B1O

Thn (Hitchin) (ACIHS )

TPU上 には自然に 代数的完全可積系の 構造が 入 る ｡

この 可積分系 を Hitchin 可積分系 または Hitchiw 系 eu3
.

ょ
S の全空間 は次 ｡ ような 組 ( E .φ) のなす 空間 :

( 1 ) E は Ʃ よの K (E] = r, ds (E ] = d の

安定 ベクトル束
､

(2) φ E HC エ, Eud (E1 )
≈

H [ Ʃ. Eud (E)*2Ʃ)

つまり ( - form に 値 を 持ったの 自己準同型 写像

φ : E . E め R缶

このような 組 (E
.φ ) を Higgs 束 という



Hitchin 系 のハミルトニアンは ､ 次 のように φ の 特性多項式 の

係数 を 対応 させることで 得られる
｡

H : TPUェ → Bw 感 げしょ)
Δ

[E, φ ) S F : = [ Cb . . br ) ]

I(4
.
z) = det ( φ . ZIr)

= Z* -tr(φ )
yr

" t t C-y
^

det [e }

= 点bi . zr
-:

b
: ( -､)

"
tr (Λφ ) EH

ほ 廻,b ｡
は ､

C : = ( flφz ) = 0 ) C Tot (RI ) を考 える
｡

微 c Ee (R±)

d 下ゃし : 民

このような 曲線 C E ECR)) をスペクトル曲線 (Apectalcurve) と.う

( て: C → Ʃ のファイバーは % の 固有値 に安対挑[φx : Eo . eE.xrn ) )
彔



Prop (BNR Comespondence }

C を 被約 か 既約 で 滑らかなスペクトル曲線 とする
｡
このとま｡

⑨ { (K.φ ) どスペクトル曲線 が C のも } ≈

{ C 上 の 直線束L } ! ≈

の 間 には 全単射 が 存在 する｡

( Lce
.a ) は φ. の 固有 ベクトルに 対応 する )

､

H . TPUτ → Bo
U ω

H(I ) ー { R }

H (E) C Pic
｢

Co)
.

δ : d + r( 55a ] t 80 - 1

open “
{ い C ょの yu : るの 直線束 } 6｡

ファイバーとして Pic
学
(Cl 全体 を 得るためには

安定性 の 定義 を 緩 める 必要 がある
｡



Ref

組 (E. φ ) はすべて n φ -不変部分速 F にして

(つまり ｡ 0 φ F E でφLEJCF Ʃな部分束にて )

UCE ) E, µ LE )

が 成り 立 つとき ｡( 半 )安定Higgs 束という

Thm ( Hitchin
, Simpsoul

半安定HKSSS 東 の 同型類 をパラメトライズする 粗モジュライ

Higgs a (r. d ) が 存在 する
｡

TTェ→ Higsse( r.d ) , Pis (c )

入 “ fn
Bu フ { RS



$ る .非可 換 ジ 理 論

上述 の 安定性 の 定義 を 考 える 意義 ( o 一 つ ) とr
.

次 の 定理 たちが 誇 げられる :

Thm

次 いこつつモジュライ空間 の 間には ､ (実解析的 な J

微分 同相 写像 が存在する｡
(Sem' :

-simple)

Hi88sa ( ro ) → Hom ( π ､(Ʃ
)
,Glr( 6 ))/

vauta

- ～ B Gdel aQEGla [G} sit.
B = QAQ -

1

Thom (Riemann .Hilbere Comespondence}

Connz (r ) : Ʃ よの 平坦接続 のモジュライ 空間
｡

R : E TE*Rst.
7

[ 5s)- df*stfrs.

このとま
｡
次 の 複素 解 析的 な 同型射 が 存在する ｡

Comne (r ) s Hom
(s '｣(

π ､ (Ʃ )
,
GlU(a ) /h

Δ

( 玉｡ に
(Ʃ * %

､

ょ)､ ｡ )←1 β

( E, 7 ) 1… ( monodemy )



3 つの 重要 なモジュライ 空間 が 表 れた

{ ⑯
ベッチーモシュライ 空間 (Bett: nodreli) Hom

""

(π . (Ʃ) GLulc) )に

⑪ ドーラームモ 没 ライ 空間 (deRhaan moduk ) Conna Cr)

⑨ドルボーも 没ライ空間( Dolbeant modnk) Higgse(r, o)

ょ 述 の 対応 以外 にも 様々 な 対応 がある
｡

(小林 ､比n対応入 ー 接績調和束 …… )
､

何故
｢

非 可換 ホッジ ｣ 理 論 と 呼 ばれているのか ?? ?成 イメージ)

コンパクトケーラー 多様体 X に 対 するホッジ理論

Har (X , ¢ ) ≈ nHo､ (x )
( H品1 [ x) : = H

" (4, Rx
'
) )

n= 1 のとき ､
H
'
(X , F ) ≈ HCX ,Q ) の H (× , 2x )

“

ペッヂ “

接続い “

Higss
"

H
' ( X .

4 ) ≈ Hom (H. (× , a ) , C ) ≈ Hom ( a(×). C )

において A

を Glr( ¢) に 置 き 換 えると｡

H '(X , 4 ) my HCx. GLrCE1 ) G Hom( π( *) , Gl(41 ) “ べ

;4
"

⑨ H
'
(× ,Q) m )H (x . GLr (Q ' ) “

正見りベクトル来
“

. H
( X, 02x )m )Hlx . Glrla) * 2i ) '

Higgs 束
“


