
Ringel - Hall代数 ( ret ;

Schiffucu
Brideland. )

A : abelian cat .amall (Ob(A ) やHom が 集合 )
。

仮定 ( finitely)
VE

.
F E A

, ItMA ( E . EIl < s
.
IExtiLE .ask os

.

Ma :
=Ob(t/o = ( A . objet の 同型類 の集合 )

不気分 といとは 。 A のobjeot nmodn にだけどことではたちだの集合
。

ef

H (A) : =GMA E [E] ; objest の 同型類の 張 るwee. sp.

n

T (A] : =荷µ4

CE1 ; 完備化、

H (A) → { 5 : Mr - C / aupp (f) は 有限 }
∆

儿

[E] ← SE

swhene δK (F) : = {? E ≡π

other wide
.



supplf) . : = {[E ] EMAIfLE } to }

HCA ) ∞ { f : Mo e ε : tucton }(suppCt )が有眼とは限らな )
心

匕

臨[E] 1 AA = GMs 8 E

応用よ

finitely cat
.

= 氏 よで 何 かを 考顔てできる abelian Cat
.
と 思って ok

.

例

Q : ccpalic quiiver ns FrQ : Path alg .

XX& t mdss:abeliancat.o φ finite

compatible riglht #9Q - woducbes

ー ー

。 。
→

。 (

s 合成 を ab

Reen

mod 9Q a repR/e
,

( 次回 Az でみる )



例

E : smoothpoj. curve/e

A = Coule) ( E = 1p !E で 非自明 で 面白い代数 )
。

積 の 定義

( 定戦の 前 に 気分” )

AXC - Ʃ Lo - AtB - Coo } lB .
Aと C か3 決まる 定数

karf

A
,
B
,
CEA

,

gA
.

- I CACBI
'

ATC } I
として

、

[A] * [ C] = 臨M。 線 [ B]

と 定める 。

Rean

らのレクチャー1 ～AC の 位置 が 逆

s sai : 1 { CCBI C 'ttA } 1

XYs ト :Ext '( A
. C
) B 4 . CJ 順番 で書 ける



[03 b unit

irl. y [ A] * [0] = [0] * [A] = [A]

perm

GE : = 1 Auta (E) | と表すと 、

δa =

A凸l
at aa

後 に 、 associativity を 示 す



KlA ) - gradong
0 ± E → E μ G + 0 ex. なら

KCf) = は Z [ E]
ESMo /～ ( (を ) ～ EE ] ← [G] 1

[E] 。 K (A] での class をでくす

Ma = asMa .x. Max = { IGMa 1 垣 =α }

Prop

α6A ) : DECE] とすると
ヒE] EMA

延 この

H GA ) = i比) Hα CA) とない
。

Half) t He (A ) a Hatp (f )

母

[AJ * [ BJ こ Ʃ
Issat' o

ana. {染 より 分 かる
。

ロ

α β xtβ



トM α よの 関数 を 用 いた 積 の 記述

H (A) = { f : Mt e 4 : function sot
. supplf」 が有限 }

Δ ∆

LE ] G SE

Ran
fiviiをely でなくなる 。

d

今 からやる記述は 、 上 でなく、止上 のときに 、

{ M. ms A nobject amodulsstackAh

f we lht a a constrnctible faonction

( 9 ttaIimit みたいになる 」

としたとまに θ が finitely Ct. でない 場合 でも

有力 で 重要 な 考之高

函数による 表永 と Cawomical に 同型なで 、同一視している。

ref ② d

f . δ ε H( A )に f* g ε HG] を

f* δ (B] : = f (A) δ (BA )1
と 定 める、



lerm

δ A , 8 c E H (A ) に 対 し 。

δA * SE GM。 FA SB, FA *S . LB }=SAic

となり Ref② は 最 初 の 積 と 一致 する
。

母

SA * SC (B ) =
成

δ A ( A)δ c( A' )

= I { A' CBIA ' TA ,A' TCSI
= 8 AicB

prop

HlA) n * は associative

四

f
. 8 . h ε HA) につて

(( 5* 8) * h) (c ) = 臨(5*8 )(B ) h()

= 象 家 f(A) 8 ()h ( 1,)

= c fA) 8( )h()



f( * ( 8th)) ( c ) = f ( A」[ 8 th」 (9A)

= 家管 fCA] 8 (B ) ん( )

ここで

C} { ACBCCS
Ψ

BBA→ s

により

=

→臨 5(A) 8 (夕) h (額 )
b (C/s)

D

Et を 用 いた 積 の 記述

HA := GA SA ( aA = ( Autt (A) l )

efice.

JHAIEC =GAG IA 4 SC

= GAac。 品 SB ( 5B =☆)

= 的ncc
faid

we



Prop ( Reidenmann' sCoumnla )

aac
.gaid -
越(C.A ) (
( Hom ( c . A) 1

ことど
bigettをon

Ext
' ( C

. A) ← 20 . A - Bectoex./nurniso.)

d 次 を 同一視 して子

O + A → B → c 0廿

u 出 い

O 4 A B 4 C 0

コメント

( Ext
'

(C
.
A) β は 拡大 の middleterm)≈ B となるSoubset 1

( Ext':( C
. A ) =Hon(C

.ACD) A → B
なので C, A α順 はそう

。

↓ 1
C

よって 、2 A *HC
=臨臨 品K.AL

IExt '(
c
.A ) l

nm

～

motowietHall 代断 にこの形 が 出さくる 。



2o25
lo/lo

復習

A : finitely abelian category
VE

, f EA
.

IthomLFIlas. IExt 's (E .all es .

Mai= Ob (t%

H (A) : = GMG
C[E] = { f : Mo ¢ / dupplf) が 有限 }

小

n 同一島
小

TIAJ :
-MsC
[E} = { 5 : Mo t 4 }

匕凵

] ～ ScE] (=: δE )

,

whore δE (F) = 品 (E ≈ F ){ (E ≠ F)
。

f
. 8 E ICAS に 対し

、

積 : [ 5 *8 ) (B) : 前 £(A ) δ(BA)

と 定める
i

れはassociatie,
I

= 50: unit. を持 ? (oEf ]



重要 な 氏 (A } の elemert
.

ft : = Ʃ 8 E G ILA)
[E] GtGa

Sf (E ] = 1
.

OE
E
Mf.

If を . I(β ] の 中 でどう 積 に分解 するか ?

ws 様 々 な ideatity が 現れる ( wall - crossinfにも関係 する )

今日 (‰ ) のテーマ rean

H (A) の 中 α identity 姐 A が finitely でなくても

∞ quotient identity 適切に Hell代数(β }

1 m torsion pairiderneity 定 められると 成をするる

. FHN identity

⑪Qurotient identity

この dentity は DPを応 の証明 で使 われる identief

E EA : 固定



raf

B 8ε ICA)r .
δACE) : = I Homf ( f , E ) l CF から E へn hon の 数 )

と 定 める
。

② Quotfε H ( A)を .

Ruot
'

℃ (E] : = 1 If : FSEsrjection } ) (RiSE への謝の数 )

と定める

記号

HOmt
(

R . E} : = { f : f . E I anjection }

とすると Quot号 (E) = 1 Homf (QEJ !

r
Hall als ad BE -.

lem ( Qurtient identity ,
Brideland n dirvey a hem2 .s) .

R

ftf = Quotf t ff

母

δA
(

E)= I Hm( F, E) 1 1

Qust( *S β )( E ) = Qut号 (A) .S β(A)
"

= 1 (R . A )|



:iで { 5 . INE } 山 ER → . C E } により
、

いf

I Ho"a(R, E 11 = (Hon ( R . A ) l
H と

8
.

"

(E) Qunot * SACEL DE EMt
凹

⑪ Torsion Pais identity

A : abelian category ( fonitely izても ok)

rof Corsion part
.

frle paart
小

An ell aubategory . Pair (T.
F ) が

A a torsion Peir であるとは
意味

① tHoms (T, FJ = 0 (UTET
,
OFEFEで Hamt (τ.F ) =0 )

.

② VEEA
,
ATES

,

A FEF

st . 0 ～ π → E → £ t o exac.

圄
Rem

① を 使うと ② 7 分解 は up to (Cawonical )isom で一意的 、



例

A . Conlx)
,

X : smoothpooj,warIe.

～ T= { E ε Coh(×) I dn cupp(E) = 0 }i FE = 3 E
E

Coh(×) I Hom
.
(Q

.
E ) = 0 Dxax }

によって 。 orsion pair が定 まる,

特 に
A
= CGh ( E)だと、

イ = { ℃ Onix
.

Pk :

}

1 E = { 思
間

.、 (nijok
: }

以た A は fiwitely とする。

bef

δe ,
8r E T (A) を

。

δe (E) =

{ f% , EGTwwiu
SF (E ) =

{ δ .

E E F

otherwise

TCAJ の 4で δ
r
* SE = ff

.



Rerm

Toscon pair は 一般 の abelian cat f で 考 えられる 概念:

( Torsios pair identity 1は)

適切 にやCA 」 が 定 められれば、 どのHal 代数S でも 成をする

Rif co03 immenntion

HN: dentity
( Reineke; the Herder Marasiimhensys. o gusutemgp. .!

Ringel [ 1990 年代前毛 )

IA = quiverrepIha n (twisted) Hell 代数 ]
[ Quiverに 対応 する型 の KMLief. squantuwrgp の 上半 ]

使定

K (A) ≡ 2
すn

Z : K (f) eE , ceweral Charse with He properey1 suppore property
ws P(4 ) CA

{ 0}

"

0 tZ - semistable objects ofphese 43 46s



bef

StsbilityCorditon 己 が 与えられたとき
。

δ
E'(

4)ε A ( A)e .

δ(
-”

(ψ) (E)) = 1 E ε P(φ ){ 0 othercwise
←

Rean

てが 批 されて明 らかな 時 , 8
“

(42
.

てでなくても HN 分解 できて

適切 に PC中) に 相当 するものが 定 まる 状 況 でも

δ
5が 定義できる。

Leen ( Reineke)

10 . atability が A に 与 えられているとする
。

m

80 = π 8
"

(x)
Ψ E E0」ロ

ことで 日 の 意味 は

8
"

E4) * 8
"
( 4. ) t .い

r
. 4. 7 兆 3 … の 順番 でかける

、
ということ

、



たを 代入 するごとに 、 有限個 の ψ ε (o, ] を 除して 8
“

(φ) = 1
.

8
"

(6 ) = . t 5tistabie
object 上 で

と 分解 すると
。

δ 。 値 しをそる 関数

Tuccoin ( I t δis (4) ) = 1臨 Ʃ S( .)* fe“(e) * … 4 δ哲 (4_)
出つw> 君20

8t = o.y8 (
o)
a.HN- identiey と 呼ぶ

Hall 代数 よの 積分 準同型 ( integbation mep)

マイディア

C -al 8
.how

klAo- ar

d e
Q- als . kCASz0 - gr であってほし…

I : H (ot ) → R
∆

f ー [55

い) I (5* 8] = よ[5] I[8 ]

や .
I

: ILA 3 S R (適切 な 完備化 )

があったとする 。 このとき (A] 内 の idntf から R内の identity が

得 られるる



IC 8 SA] = 1
[

δ t]) I ( δa )

( torsion pair identity から 得られる R n . ideneity 」

。 Enler数 ををる

I が 数 えよげで 定義 されている i 。 重 みつき Euter数をとる [Dを不変量]

～@ 数え上 げの 母回数 の 間 の {deatity が 得られる

基本的 には …

R ニ

1
poisson tones の座県環 (Euler数)

twisted Poisson torus n w [DT 不変量)

quuantaum torus
n (motiw: cD 5不変量

T6)全体でよが 定義できなくて、

TlAbneg c tiCA] よでのみ 定められることがある
。

(subalg. )

IDs : tittlres 4 (twisted Poisson Torus の座標環)



‰

Quiiver $ ら 作るCY3 - ds. の mottwic DT の 話

ル

氏をよでの Hall 代数 と 積分 の 話

軽 く 復習

A : finitely abelian category

Mt i = w

ns H
(

AJ: = { f : Mt - 4 ) supplf) ;s tinite }
n

TIAJ: = If : Ma t ε }

f
,
8 ε HIf) に 氏 い

fx δ (B) = fLA) δ (BA)

により fx 8 ε HCA) が定 まる。



例A = fonitedim' al vec. Sp
/
}

d
Al - quiver

三 ePaa ( . )

Mt = { Hq
"

I n , 0 }

Sm. a ftq" とすると。

HLA) = 超 ① δm

lem

Sn * Sm = 1 Grn
.
ntm (氏a} l 8nem

母 k = nt w

≠ のときの 牛

8
.
t to (πak ) = 感 ↓ (6) 5 _(* ^ *) y∵ 呼明

= 展8 k.mtm (クロネッカーのモタ)

dimll an

= 1 Grnincm(] ( 8ntm (Aq
"

)
田

lem

IGrnrem (氏リー(qy…Ca
-nat ”り

1atさり …=
: [)

q



これを 示すには 次 を 用 いる 。

Lern

IGLn (Hall = qin
" (q

- ). (q ^^
-
i ) … ( ε -.)

Reen

GL 、(氏a ) =X
a

り( GL. Iea} l = q - .

[ Proof }漸化 式

1 G\n (]に q ^
-( q^

-
、) . 1Glne(all

を 示 せば ok .

GLu (πa) ∞ 氏s ^ a ℃= 宮 )

π : GL. → F
τ
" 、 {0

儿 山

. g 。 e

iれは Fiber budle となっておりだく e } = を x する GLu の 要素 ]
ー

2 . e = 0 t # 5-
導

*
!

,
8 tG-、1'1

より
、
πと e ) ≈ Fq

"

× GLm. (tal
底空間 が 氏

ĝ 、そ} より

IGLu (ea)l = q "
",

I Gla -. CGa} l × (q^ -1 )a



pam

Fhotive verscon でも 同様 のギロこが 有力 、

[ A5 ] = 山 とすると。

[ GL～[《)] = 4
""

( 4
-
)[ Glu- _、(6 )] inK(U/k)

こもを 用いると 、Grnintm()の GL- 等質空間の 構造から、

1 Grnnem( 氏al) が 分 かる。 ( Grainem (l\ - ⑮ Lnen(keilla .1 GLu ( は)1eT

今 の 場合 の 積分準同型

I : H (A) S ECx ,ii , IGL .CaastIna)]
ど

sn ー a-
ylaa 、)… ( G-)

= : はCf. 」

とすると I は ring hom .

iven I ( 5. * 8m ) = [ 18n ] I ( 5m)
。

pean
ー
Ext
” ?

= 0

. Hereditaryun fanitely ab
.
cat

.
As Hell als . HCA } にし. 一般的に

1 つ 積分 準同型の 構成法が 存在する( Reineke .

hereditary & fonitelyabekancat. Aa is例
の Cob (94,

)
; C ; smoothpoj. courve 6aq

② repar
(
Q)s Q : acyelccquuiner



SA = δ nε M (A) を 積分 する
。

I(80] = )(
q^ a )
.…( a -u) =

" E (x )Ruentundilog

( tなぜ dilogarithm ?)

lo8 (lrx ) = - ( c t ” ← 式 ← … )

Li .(ox )→ つ 4 悲 ← ℃ ← ← … → 志

l08 kqlby = 志← O (I )

( E-) 608 、( x) = 一志 感

loδ をとったものに 1 ) を 掛けると {1 ∞ kntがともる。

Y : variety /でが 女
"

で strentificction を持っ

ms x (V (4 )) = IV (E} IE+ s


