
Quiver ∞ 表現論

θ = (Ro
.
Q. ) : quiver .

Qo : vartloes
.

Qi : amowws
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-

quiver ( Kromecker quiver とも 呼 ばれる)ョ
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Ro = { 1 . a
3
, R
. = { a , a= }

仮定 ( 表現 の 圏 を 筒軍にするため)

“ R はいープや 女クルを 持 たない。

X ‰ 。 す 。 ‰

. IRl sos
.

Ifl sas
.

bef

Q 0 体 れよの 有限次元表現 とは、

。 各 vestex : 6 2oに f .d . ik-vec. sp ..

. 各 arrowd IjEQ . に k - linearmapV .olly

を 対応 させたもの
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S
,
.
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として 表 せる

er, KCrepeg (.J)≈ R [ S]∞ R [ S23.

記号

repic (2) = categon of fd . rep. of Q / ik
.
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8
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Az - quuiver s indecomposable

s

T =一 」 =☆ と
o ↓ 3 ↓ 1

ャ
q

T 二 眠☆.

2 ↓ 。 ↓ 。

S .= ☆*

0 e s. sTeswolensshootexact s. がある 。

Thm

Ar -quiversondecomposableobjelt は
S.

.

T nt
,

他 の objetはこの 3 つの 有限個の 直和 とんて表せる。

K ( repa
.
(Ac)) ≡ Z [ S,] の π [ $0]

α . =[.
]

. ∞ c =I$2
]

ーの tの ={コ

とお cと Eindecomposables
l
IA -root系 の positive root }

.

一般 に
、 ADE sulner Eu . (Gabiel の 定理)

ADE の 外 ( affive や indefnite) も Eu .( Kae の定理 )
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Roriver の 表現 の
一 般論

Q = (Qo, R. ) ; Quiver
北 母

頂点 矢印

仮定

Isok os Ifolcas . aayclic

K ; 体

rep Rck = Category of finite danlal rep. of f Lk
.

object
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* 坐率 線 。
Mに 家 ; 家

Wk

repQlK 3構造 と K(rep《
もし Q が acyclcでないときは 、(
rep

wil
; milpotent representations of Q を 考ると 同様

。

1
以下 では Q : acyck ε を仮定してお

Jordan- Holder filtration

S: o rep ffr を ( (;);ε o ,( fe)aεa .、 )
& 、t.

Y}
= k j = : fata

.
,

fa = 0{ 。 ; ≠ C
.

として 定める
、
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.
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した
)
頂志 らにのみ 1次天 K がのっていて

、

全 ての arrow a s lineermap fa = となる 。
が S
.

性質

- dimp S: = 1

simple,っまりproper dub tep. を 持 たな…

Prop ( Joudan Hilder filtration)
も M E repQ/ K に対

afiltratzom

O = M0 C M.
C
Mz

C . C Md= L . ldadin )

[_t
. hMin t {Sils ε 。 }

Ram

dim⑲ = 。dnp

{ rep lko simplerep n 同型類 } = { S, 1 : GR. }

( ondecomposable なものはいっぱある ; )



pern

単純= Simple= Roでパラメトライズされる。

直既約 = indecoamposable = ② 3 u - t系 と 関係

( M = M . B Mc と ) {
Q = ADE ⇒ 正 n -トとに l Gabiiel

直和分解できない Q F APE ≠ dim neator が kac

正 ルート 上 にある

( 例 : Iifty l% . iGp: 1W

EE
、
W ] ←li

[ ref : Kec: Fufoniterootsystems, rep. of sruph ,

ad invordant theory ]
( C9880 . duumerthor ,

Gor

k ( rep n)≤ 晶 。 区 [S:] ≡ Z
0

∆ 匕 ∆

[ M] = [[V: ) :-。}□ : 臨 。dimal :[: ] ～ 幽 M

( ただし 幽 M : = (dimp : lica . ←
4% )



Pop (JH) s proof

i ε Qo で . : to

{
∞ 」 からとに path がある ⇒ Y; = 0
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rep e o Ext

tHiw (. d; ) = { ℃
( ^= ; )

(ij )

記号

I }= # { atQ 、
i
ぐ ;} にかるるへの矢の 数)

prop

Ext
'

(. ,dJ ) ≡
k;

( ref : Elements of the Pep .theory ofass .als .
I

. §6
.

2
.

lam a
.
k )
?

Thm

も E
,
F E lepQ1K

,
Ext
'
(E
.
F) = 0 fr θ izs

(ref : 同じ 本 §π .
2
.7m 7) ?

paf

Abel 圏 A が heneditary
af UE ,

F EA, Ext( E , E ) = 0シー

CGoar

rep (/k) は hereditary



⑪Hereditary で
嬉 し 。 こと

。

DO (A ) . object の 分類 が 簡単

Thom

E E Dof)が indecomposable

≠ aE
'

E t ; ondecompesablein ot

st
.

E

= E '[nコ

( ref :Hoppel a三角圏 の 本 )

A = ep e1 ag s Hallals . HIA ] の積

まず ∠

1
. TorersAt

σ twisted tonesπ 一

" qauramtmontorusAq (← 実球体 はない )

の 座標環を 導 入 する。

設定

1 : こ:。 ャメローと ; bilinear

∆ anti - Symmmetrlc

( よ
β)om sa. βs

が 与えられているとする



例

D : CY 3 triangulated cat
.

p = K(D ) ≈
おい

(仮定する)

VE
,
F E D , Ʃ dn Hom (E

,
F [:]} <∞ (の仮定」

< [E]
.

[F] > = x (E .
E ) = { G-

:
dim Hom (E . Fl:s)

Rem

D が CY N nabwral

GUf DE
.
E GD ,Hom(E, F ] →Hon(F , E[N]]

諤
π

: = Homz ( P, E
* ) ≤ (¢

*

)
"

∆ 心
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α EPAE,ya =y .'. . .y
(

= Z ( a3).
い

(い … よm)

e : = (0, 0 , . , 0 , 1 , 0 ,n, 0) ,
Ai = 3 (e :)

@



rof

CE]. 《
[ A.]. E [π9] を 次で 定 める

as vector spaces

C [π] = C [2 ] =Ey
C [は]= ‰ C [ Eti

]
ys

ring strructure

□ [π+]= ① [ a ,t, a". …; Y.
t

" }sit, 3
5
: =
* 。

”等
. E [Z] = E [ z.t] :。… .る nt1

J

st.yyG
-yBYの+β

。 Q [πa] Zの Z
β

: = qisa, P " yatβ

(⇒ y
の

, Z
β
= S

β'YBY の)一般に非可換

PoissomStraackures

{ - - }:E [ は ] *C[ ] → E[] を
。

{y" ,Z } i =< a .β 3
Ztβ

とすると
、

¢[#±] は 可換 Poissom rinf Q[T.] のときは

する。 野} = -ye
の
、 ↑ '
sa 、 β> Z

の

tp
σ ①[π9] は - 1 でLocalizeし r) ←locakzatw 必要なん

{ z
,

y β} : : ZZ
.

ye
- ZP. aの ( 2/5)

Lii-q- i )[
isα'- q-ica'

yats とする



キモチ( )

motivic

9
i
」 はになる

C [ π
a
]

9
だ
μ - 」 をなる

a t 1 a limmit
s + r .f .(
C [ ] さ [π]

邇 DT

Rem {る : P + C
× 1 3 (α+β) = る (α ) Z (β ) }

い

π=Homx(
7
,
E * ) =Spec(E []]

π . = { Z : PeE * 1 z (a+β ]= (
-y ”z

( a]y ( β )} = See (E []

πτ
"

“ =SRc (4[
換なんで空間ひてい実体はない。

ref : torms
,
twisted tonus tzwa dettnδ は Bridseland n Bps Stnugrube から

持ってきた
。

( Remann- Hilbereproblerms fromD 9theorys 最方 )
。

Eusubum fomb は
(

A quantizedRtH pobeursfrom DI theory ) .



此

復習 ( BIS stmctwhe の 一部 )
d

. P = "

… - ,
- 7 : Pxp → R ; biliveranti -symmeらs

に 麻し

. E[T4] = E [E] = 超 4 zの
ε[T9 ] = E[ qi]∂

( α = (α , …、, 2 ) ε” をんるとる”
い )心

ただしる :
= e
,

ec= ( 0は.,O 」 Ex

℃ の 解釈は 《 [t]のときだけとする。

これに ring Structuve a

¢ [T]

Yの Z β : =
る〆 t

C [T_] ) 可換環
ZS . Y

β
. = [ -

]S
, β'
yat β

4 [ta]

る
〆
. Z
β

i = {
i(α .β'

∂
at β 一般社は 非可換環

。

で 定める 。



Poisson §tractuose onELTE } , C ε:
+
. - .9)( 前回 から訂

る

C [T+]

{ るの } = < の .β 7 Z 2
t β

¢LTJ
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(
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+β
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α
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'
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世'
z'+ r
℃[ ati ]

☆^¢ \
a
~
e -

1

くの、β )
Ytβ

C-
)( のt β

)(
α ,β )

YMβ

rem
(

ー

品
は cα . β>



つまり
、 motivic DT

Poisson ringer .
E . DT

C{Ta]

i
_
- 1qiet/ .

C[T±] C [T]

Euler数 DT

が 得られる

A = RepQ /4の Hell 代数 s 積分 ( Reineke)

Q = ( Qo.
,
Q.) s acycke quiver .

K ( rep/氏
a
) ≤ Z

。

Ψ 凵

いコ s 幽y a ( dom. ] : aa .
い

[ [V:] : 6a0]

上

[ S:] H ec = Co
.

,0 .f ,8 . .
o )



9:, : = # { atQ . ( :
→

; }

= ( にから j ～ の 矢印 3 本数 ) とする
。

Exchange matrix Bs q
.

( Bal :;
= E:j

- a; :

eと

く一 、 一 > :4 ×
。
→ 区

を
.

Learejz
i

= ( Balij= rij - q; :

と 定 める

Rem

1
x( S :, Sj ) = 8.j - ε;

dim Howr (S:
,
{j) = fij

dom Ext
'

(S: .Sj ) =E;

より
。

< ev, ejy = λ ($5
,{ ) - x ( . S).



例
己

Q =
. 一 Ba = (, : )

Q - :

±

. . Ba = (品 ^

。 1
般

HIA) = { f : At e e l suppt5) は 有限 }
"

obles.

e rep氏q ⇐
2
Q。

八

Iq : H (A) ー C[T2]
<ei , ej ) = E:} - 9;:

から 定まZ quantum toms

a
.

In [f) :
=,。 前I
* f (y)
x(x"

0
巡"

と 定 める x( x., x] = din Hom (', U ) - dnExi' (X.V )

prop

Ir は Q - alg .

hom
.
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F
. ro0

S: = : :

0

:

」
0

に対し

δ
S
.

EH (A)

が

δsit、 (1 ) =

% Xs S:
on

{
othercwise

で 定まる
、
。このとき

In ( Ssiu) - la
=".…Sq '-y
ii :

( Yii= yea
,

zea . yea = yzes
,

Le:
,
e: 7 = 0 )

。

母

よ。 ( 8 sim ) = 飛。前 1a
SsnCV)"2 幽 s:

"

=

qI □ ( :, s:
”

っ

る
巡あ

”

( Aut (S:
P "

, 1

ここで , a (Aut (S
: "} 1 = 1Aut(π

a
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”
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σ λ〈 §:
P

" ,s
:"

≥ = x (ne:
,
ne : > = i

る
幽 s:

=

yne:
= y

^

:

これるから 分かる。 ( keller p . gも 参照 ) 凸

Aa -quineraa例 6 quantum dilog : dentity

Q =
.→ . Bs = (, ! )

1

A . -Z . =
q yeise .

Ma . 4 , =
q-
i
yeite

よ Z . Me a 9 .Za. ' y . 「 非可換)
。

A = rep
θ/ta t に 2 つ 0 stability を 考える

。

∞ 己、 (τ ) た
。
せ

E、(:
-

…

…*
;

Z . ( ふ. )。 0 Sa→
T . S , 1 0

cex )
.

ea'う central charfe Z ,を 考る

mo
s
.

,S .rtStable T は unstable
.

(∵ Sa C T に対し φ [6a ] → ψ (な )



HN :=

8
E ”
(

ψ (S_) ) * 8
-s 「(

ψ ( .) )

Stable objectsif$ . , s.

Senidtableは $ .5
", .

Pm

{ δ
Er“

( φ ( S. ) ) = Sc = 品 δ
0.
5n

δ
a- s

'

( φ (S. ) ) = 8h = δ sipn

こでと = く怒越するりるyagon\ n , o}

δ
a:
(4 ) =

2 V EA:{ 0 otherwise

よって 、 積分すると

Iq ( δA ) = IE ( δt. * δt. )
= よ9 ( 8 tc) 、 1 ( 8t 、 )

= 圧{( Yc) . Ea( z.、 )

qi'
ここで 圧9 (Z ) = 臨 る

“

(E-) (* う … (デーり



㉑ 己。 (τ )

Z2{S 1)
ュ-
-
*、

、
.

Z= {s.)

en' ;central chauge rsize .

S
. S2 .
t は stable

.

Hに5 '℃φ (, ) ) * 8- ℃OCFD *る Ψ (_))

= IA
,
* S

β
* SA-

ここで β =( T ) = {
T

1 n ≥ o } より

£a ( 8t ) = よ9 (80、 ) Iq (Sβ) Is ( 5ac )
= を( る .) 氏 q ( 8B ) 甘 9 (るe)

る
幽T

- る
ete .

a1 .3 . aqiyeitertり yeiter = 9
- i
s 、az

: .
τ q(Sβ ) =6q ( q

- i
'z . a .



① と ② で 2 通 りの Ia (δt ) の 表示 を 得 た

Eq (32) ea (a 、 ) =

6a

(y 、]6 G (qi'
m
. a.)Ea(ye).

Bi. = 9 .martondilyitntiy

St = (Z, a HN idneity ) 2 wallcrossing
= ( Ec の HN identity )

E(S. ]
卜

ECSc ) E(S2) ECs, )

い
。
.

∞

Sc eSa a phase a 」順 の Wall crossing

ws t が §tuble から wu{tsble に 切 り 替 わる 。

(mnstable) ( stable)

classicaldilg

mo ㎡ は DTinw. と 思える
。

臨 qeqayu
" cqyIn
～

motivicBS と風



Bridseland s reference の p. lor

I : Hmooc (rep1e ) → E [TE]

これは E .

xε (X) = 臨 t n げ(X .
E)

c.I ( ES 1 U .3 ] = xe( s).

IFI ms #IP 'C)= E + は .

xt ( IP'(a ) ) = 1 だし )
[ 1P'と 4) ] = [¢ ] + [ pt ]

= 9 t 1 ( [4] = [ 4] = ε とした)
。


